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はじめに
曲面 とは
曲面とは、素朴な日常表現でいえば滑らかに曲がった面のことであり、
例えば円柱の側面や球面は曲面である。 しかし曲面をきちんと定義する
にはどうすればよいだろうか。高校では、平面内の曲線の表示として、関
数のグラフ、陰関数表示のほか、媒介変数表示を学習する。(実際にはこ
れらの表示がどれも局所的にはほぼ同等であることを1章で確認する。)
本稿では、このうち媒介変数表示の方法を適用 して3次元空間内の曲面
という概念を定義していく。 しかし曲線 と違い、曲面においては、例え
ば球面のように、1つの媒介変数表示で曲面の全体を表せないことが一般
的である。そこで、媒介変数表示を曲面の局所的表示に用い、その小域
の和集合として曲面を定義する。こうした定義により、円柱や球面など
の特別な曲面ではなく一般的な曲面を、解析学的手法を用いて考察する
ことができるようになる。
研究の目的
本研究の目的は、曲面上におけるス トー クスの定理を示 し、そのいく
つかの応用を述べることである。ス トー クスの定理とは、境界のある曲
面上での積分とその境界となる曲線上での積分の関係を述べる定理であ
り、式で記述すると
となる。ただ し、ωは向きづけられた曲面S上の 1次微分形式であり、
D⊂Sは境界つき曲面である。この定理は、電磁気学など物理の分野と
も関係深いことが知られている。
次にストー クスの定理の応用であるが、まずは実用的な応用例を紹介
する。その1つ目は、プラニメーターとよばれる面積測定器の原理であ
?
?
?
?
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4る。プラニメーターとは、地図など平面上の図形の輪郭をなぞることに
よりその面積を計測する装置のことである(図1を参照)。 本論文で紹介
するプラニメーターは旧型の機械式タイプで、電気的電子的に動作する
部分は一切なく、純粋に機械的な機構のみで動作する。 どうして境界を
なぞるだけでプラニメーターは面積を計測できるのだろうか。閉領域D
が rν平面内にあるとすれば、Dの面積は∫ん d"ανとなる。この重積分
に対してス トー クスの定理を用いると、Dの面積はその境界上の積分で
表すことができる。器具の先端部分にある目印が∂Dに沿ってDのまわ
りを1周する際、プラニメーターは、このDの境界上の積分をうまく抽
出するような機構 となっているのである。
図 1:プラニメーター
実用的な応用例の2つ目は、擬柱とよばれる立体の体積を求める公式
を示すことである。距離 〃だけ離れた平行な2平面 α,β上に、それぞれ
領域DO,Dlがあ り、DO,Dlの境界を0≦ι≦1で1周する動点をそれぞ
れ PO(ι),Pl(ι)とする。このとき、線分の族 {pO(ι)Pl(ι)10≦ι≦1}およ
び れ 、Dlで囲まれる立体を擬柱 という (図2を参照)。 DO、Dlの面積を
E(0),E(1)とする。また、α,βと平行でそれらのちようど中間の位置の平
面と擬本主との共通部分D:の面積をE(:)とする。このとき、擬本主の体
積 l′は次の式で表されるのである。
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角柱、円柱などの柱体は擬柱の特別な場合であ り、兵庫県神戸市にある
ポー トタワーはデザイン性を備えた擬柱 として有名である。
ところで Ji述のような応用例もあるものの、ス トークスの定理 とは本
来、微分位相幾何学の分野においても重要な意味をもつものであ り、つ
まり、数学のなかでの有用性もまた顕著である。数学内でのス トークス
図 2:擬柱
の定理からの発展として、本論文では、ベク トル場の零点における指数
の総和とガウス曲率の積分値 との関係を解説する。ガウス曲率 κ とは、
曲面Sによって定まる曲面上の関数で、曲面の 「曲 り具合」を示すもの
である。κの積分値はSによって定まる値となるので、ベク トル場の零
点における指数の総和はベク トル場に依 らず一定 ということになる。例
えばSを球面 とすれば、実はκ の積分値は 4πとなり、球面上のベク ト
ル場の零点における指数の総和は2となる。このことから、球面上のベ
クトル場は零点を必ずもつことがわかる。
本論文の特徴
本論文では、R3内の曲面を考察対象としているので、曲面に関するあ
らゆることをR3の座標を用いて記述することも可能であり、すなわち、
局所的にはすべて局所座標を用いて記述することも可能である。 しかし
ここでは、なるべ く局所座標に依存 しない概念を、局所座標を用いない
方法で記述することを心掛けた。そのような概念としては、接ベクトル、
余接ベクトル、リーマン計量等があげられるが、特に、本稿では微分形式
という概念を積極的に導入して議論を展開する。微分形式は、高等学校の
数学においても表面的ながら用いられている概念である。積分″∫(″)α"
に現れる∫し)drはヽ直線区間降,司上に定義された1次微分形式を標準座
標を用いて表したものと考えられる。そのように考えるとき、高校で学
6習する置換積分公式は、積分を、直線区間における局所座標を変えて記
述し直すことに相当する。このように微分形式は、幾何的な対象 (線分・
曲線 。曲面等)に対 して、その上で積分を実行するための「対象」になる
ものと考えられるが、曲面においては線分や曲線 とは違い、「重積分」を
考えることになるので、2次の微分形式が登場する。このような微分形
式を用いる議論は、多くの場合、高次元の多様体における議論で導入さ
れるが、今回、あえて3次元内の曲面という低次元においても、微分形
式を積極的に用いて考察した。その理由は、むしろ低次元の曲面におい
てイメージを伴って微分形式を議論することが、高次元の多様体やそこ
での微分形式を理解するための一助となり、啓蒙的と考えられるからで
ある。多様体 とは曲面を一般化したものであり、数学的な理論としては
容易に一般のη次元を扱うことができるが、その議論を幾何的に想像す
ることは易しくない。このことは、初学者が多様体を学習する上での障
壁となっていると考えたのである。ただし、ス トー クスの定理を上述の
プラニメーターや擬柱の体積公式に用いるだけであれば、微分形式まで
をもちだした議論は大がかりすぎるであろう。そこで、今回は微分位相
幾何学の重要な結果のひとつであるポアンカレホップの指数定理までを
紹介した。実際、微分形式を用いた曲面の考察を行 うことによって、ガ
ウス・ボンネの定理で表されるように、曲面上の解析学から得 られる結
果と曲面の位相的な性質の間にある関係を見つけることができると言え
るだろう。つまりこれらは、ベク トル場や高次微分形式といった概念を
曲面上で展開することによって得 られた恩恵といえる。
本論文の本
曲面 と接 ベ ク トル につ いて
第1章では、空間内の曲面の定義し、曲面の接ベクトル空間を定義する。
空間内の曲面を定義する前に、まずは平面内の曲線を定義する。空間
内の曲面の定義は平面内の曲線の定義の自然な拡張となっており、どち
らも媒介変数表示を用いて定められる。
次に、曲面S11の点Pにおける接ベクトル平面を定義する。まずは、S
llの関数∫の微分可能性を局所座標を用いて定義する。次に、S上の点P
における関数 .メ
・の“微分"に相当する概念として方向微分を定義する。こ
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微分形式 と外微 分 につ いて
第2章では、1次微分形式を定義し、テンソル積や外積とよばれる1次
微分形式の間の演算を定義する。
TP(s)からRへの線型写像をし(S)上の1次形式とよぶ。■(S)上の 1
次形式全体 写(S)はベクトル空間となり、写 (S)をSのPにおける余接
ベクトル空間とよぶ。さらに、S上の各点に1つの余接ベクトルを対応さ
せる写像をS上の1次微分形式とよぶ。
次に、1次微分形式の間の演算を2つ定義する。1つはテンソル積 とよ
ばれる演算であり、これを用いてS上のリーマン計量プを定義する。リー
マン計量が与えれらた曲面Sでは、Sの各点での接ベク トルの大きさを
決めることができる。なお、SはR3に埋め込まれていることから、R3の
内積を利用 して誘導計量とよばれるリーマン計量をSに与えることがで
きる。もう1つは外積 とよばれる演算であり、これを用いてS上の高次
微分形式を定義する。さらに、た次微分形式からん+1次微分形式への写
像として外微分 αを定義する。
ス トー クスの定理 につ いて
第3章では、ス トー クスの定理とよばれる曲面S上での積分に関する
定理を証明する。
まずは、空間内の曲線θの向きをθの局所座標を用いて定め、θ上で
の積分を局所座標を用いて局所的に定義する。しかし、例えば閉曲線の
ように、θ全体を1つの座標近傍で覆うことはできない場合、θ全体での
8積分を行うことができない。そこで、0を端点のみを共有するような小
区間に分割 し、小区間での積分の和として曲線 θ上での積分を定義する。
次に、曲面SLでの7ri分を定義する。曲線の場合と同様に、局所的な
積分の和としてS上での積分を定義する。曲面上の局所的な領域 として
長方形領域を用いるが、これは曲線上の小区間に相当する。曲線の場合
と異なるところは、辺だけを共有する長方形領域でSを覆うことができ
るかどうかは明らかではないことである。 したがって、互いに重なり合
う長方形領域 と1の分割とよばれる曲面上の関数を用いてS上での積分
を定義する。境界のある曲面で積分する場合、境界を含む長方形領域の
とり方に工夫し、領域 との共通部分が半長方形領域 となるようにとるこ
とによって、境界のある曲面上での積分を定義する。境界の向きを曲面
の向きによって定めると、境界上での積分を定義することができる。境
界つき曲面上での積分とその境界での積分の関係を述べるス トークスの
定理は次の式で表される。
これは、αωという特別な形をしたS上の2次微分形式を境界つき曲面D
Lで積分する場合、その積分値はωを境界 ∂D上で積分した値に一致す
ることを表 している。面積分を線積分に置き換えることができるという
意味で、この定理は重要である。
ス トー クスの 定 理 の応 用 につ いて
第4章では、ス トー クスの定理の応用例を紹介する。
前半では、現実の場面で活用されている機器と公式を紹介する。プラ
ニメーターとは面積を測定するための機器のことであり、機械式タイプ
のプラニメーターの原理をス トー クスの定理を用いて明らかにする。ま
た、研究の目的で述べた擬柱とよばれる立体について、擬柱の体積を容
易に求めることができる公式の成 り立ちを、ス トークスの定理を用いて
考察する。
後半では、ス トークスの定理の数学内での活用として、ベク トル場の
零点における指数の総和とガウス曲率の積分値の間に成 り立つ関係を述
べる。volunle formとよばれる曲面Sに備わる2次微分形式とガウス曲率
κ と却 ぎれる引 こ備わ綱 数を‥ 籠 分した値
か
dはS賄晰
?
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?
9である。一方、S上のθ∞級のベクトル場χ とXの零点Pバ1≦づ≦?η)
に対してXのP,における指数 indP′(χ)とよばれる整数値が定義される。
1lldp.(χ)はベクトル場χ と零点P」に依存する値であるが、実は、S上の
零点のま歌 の総和
魯
hdptlX)は券 ,4κ
Vdと一致し、
魯
hda(χ)は
S固有の値となる。このことから、Sを三角形領域に分割し、その分割に
基づくベクトル場をSに与えることによって、ガウス・ボンネの定理と
よばれる曲面上の曲率の積分値と曲面の形状の性質を関係づける定理を
示すことができる。
10
第1章 曲面と接ベクトル
本章では、次の2つのことに重きを置いている。1つ目は、平面内での
曲線を媒介変数表示を用いて定義し、その自然な拡張として曲面を定義
することである。2つ目は、曲面に接するベクトルを曲面内の座標を用い
て方向微分として定義することである。
1。1 準備
本論文では、微分を用いて曲面を考察しその性質と応用を調べること
を目的とする。「曲面」や 「曲面上での微分」について論 じる前に、それ
に必要な基礎的諸概念を予めまとめておく。以下、Rは実数の集合を表
す。ηを1以上の自然数として、η個の実数を並べた組 (πl,■2,・…,"n)の
全体からなる集合をRπで表す。Rれはη次元ユークリッド空間とよばれ
る。p=(ρl、ν2・…・ βヽれ)∈R″および正の実数 r・ に対し、
??
?
?
?
?
〓??
,・2)∈Rηをい研→
とおく。
定義 1。1.lυ⊂R″およびPCRれに対してPがυの内点であるとは、正
の実数7が存在 してBレir)⊂υとなるときのことをいう。また、Pがび
の内点のとき、υをPの近傍という。
定義 1。1,2び⊂Rηとする。びの任意の元“
がびの内点のとき、υをR・
の開集合という。また、びの補集合 υ
Cが開集合のとき、υをRηの閉集
合といつ。
Rれ自身はRηの開集合であり、0もRれの開集合である。つまり、R2と
のはRれの開集合でありかつ閉集合となる。
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定義 1,1.3υをRれの開集合として、P∈υとする。υ上の実数値関数
∫が点PでθT級関数であるとは、次をみたすことをいう。
点Pにおいて関数∫の1階からr階(γ∈ヽ までのすべての
偏微分係数が存在 し、 しかも ,ノ 自身も含めてそれらがすべて
点Pで連続である。
関数ノが点Pにおいて任意の自然数 7‐についてθr級関数であるとき、
ノを点Pでのθ∞級関数という。また、開集合び⊂び上の任意の点Pで
関数∫がσr級関数 (7・∈Nまたは7｀=∞)のとき、∫をび上でのσr級関
数という。特に、関数ノが定義域υ上でα 級関数であるとき、∫はθ
r
級関数であると略していうことがある。
定義 1.1.4
つ い て 、
υ、yをそれぞれ Rη、R初の開集合とする。写像 φ:υ→ yに
き、
6・
本論文では空間内の曲面に関する微分幾何学について考察することを
中心に進める。従って、微分積分学の結果についてこれを利用する立場
をとることとし、逆関数の定理 (定理 1.1.5)と合成関数の微分法の定理
(定理1.16)は成立することを認めて議論を進めることにする。どちらの
定理も一般次元で成 り立つものであるが、本論文で扱 う対象が曲線また
は曲面のためここでは1次元、2次元および3次元で記載する。逆関数の
定理の証明は [11(p・107、定理 10.1)を、合成関数の微分法の定理の証明
はFl(p・131、定理6.6)を、それぞれ参照されたい。
定理 1。1。5(逆関数の定理)1次元、2次元および3次元での逆関数の定
理は、それぞれ以下のとおりである。
(1)θ∞級関数J.:R→Rを考える。ν∈Rに対して
ならば、βの近傍びと∫(p)の近傍1/が存在してノ:び→7は全単
射であり∫1は1/上で0∞級写像となる。
#。)キ0
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(il)0∞級写像 ∫:R2→R2を考え、∫(r,7)=(.A(T,ν):.ん.r、7))とす
る。P=(1,1,I,2)∈R2に対して
券OL"
緋価,』
ならば、Pの近傍υと∫(P)の近傍yが存在して∫:υ→1/は全単
射であり∫
~1はy上でθ∞級写像となる1。
(五i)0∞級 写 像 ∫ :R3→R3を考 え 、∫(",ν,Z)=(■(χ,り,Z),ん(■,υ,Z),ん(・,ν,2))
とする。p=(Pl,p2,P3)∈R3に対して
単 鱗 ,ル祠 単 ぃ ,ル厠 掌 続ψ嗣∂z
単ιlット月拳ぃ,ル冽拳価ψ嗣
∂′・
∂■
∂′
∂ ∂z
キ 0
∂:I ∂ν ∂z
ならば、Pの近傍υと∫(P)の近傍yが存在して∫:び→7は全単
射であり∫1はyLでθ∞級写像 となる。
定理 1.1。6(合成関数の微分法の定理)」,υがそれぞれR、R3の開集合で、
写像∫:f→R3、関数g:υ→Rが∫(I)⊂υを満たすとする。∫が
ι∈fで微分可能であり、θが2=∫(ι)=(κl(ι),・2(ι),■3(ι))で微分可能
であるとすれば、合成関数gO∫はιで微分可能であり、次が成り立つ。
皐ιl,12J3掌い,ル祠拳ぃ,ル祠
ほ■0,QO,陶0_υダ争+券争十発争ど′          ∂πl
1。2 平面曲線とは
曲面について述べる前に平面曲線について考えることにする2。 次節
では、平面曲線の自然な拡張として曲面を定義づける。
まずは、平面 Lの曲線を式で表示する方法を3つ挙げる。これらは高
校での数学でも扱われている。
1本論文では、正方行列Aの行列式を AIまたはdetAと表記する。
2ただし、本論文では自己交差する曲線は考えない。
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1つめは、∫(r)を変数rのある区間で定義された一価関数とし、曲線
を関数
ν=ノ(・) (1.1)
のグラフとして与える方法である。(1.1)を曲線の(r座標についての)陽
関数表示という。
2つめは、Fをr,りの関数としたとき、
F(・,ν)=0 (1.2)
をみたす点 (■,ソ)の全体の集合として曲線を与える方法である。(1.2)を
曲線の陰関数表示という。例えば、■2+ν2_1=0は単位円を表している。
3つめは、実数直線上の区間rからR2への写像φの像Imφとして曲線
を与える方法である。φ(ι)=(∫(ι),g(ι))のとき、
1・=∫(1), y=g(ι), tCI (1.3)
を曲線の媒介変数表示 という。このとき、ιを媒介変数 という。例えば、
.I=COS t,ソ=Sill tは単位円を表 している。
この後に曲線 という概念を定義づけるが、どの表示を曲線の定義とし
て用いるべきであろうか。そこで、この3つの表示についてそれぞれの関
係を調べてみる。曲線が陽関数表示y=ノ・(2)で与えられているとする。
このとき、F(・.、グ)=ν―∫(・)とおくことにより、曲線を陰関数表示で表
すことができる。また、r=t,ν=∫(ι)とおくことにより、曲線を媒介
変数表示で表すことができる。つまり、陽関数表示は陰関数表示や媒介
変数表示の特別な場合とみなすことができる。では、陰関数表示された
曲線を陽関数表示や媒介変数表示で表すことができるだろうか。実はあ
る性質を持つ曲線に対してそれは可能であり、このことを次の命題 1.2.1
で示す。
命題 1.2。lσ∞級関数F:ぱ→Rにより集合σがF(■,ν)=0と陰関数
表示で表されているとする。θ 上1の点Pが
をみたすとき、
(#0・券0)キ0
??
?
?
，
?
?
?????
?
?
?
?φ(0)=2#0=
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となるようなRからR2へのθ∞級写像φ (φ(ι)=(.′(ι),9(ι)))を用いて、
点Pに十分近いθ上の点(T,7)を
χ=∫(ι), ν=g(t)
と媒介変数表示で表すことができる。さらにこのとき、
二生キ。でぁる。
調仮定から(t争0,tテ0)キ0より、名子0と場テ0のうちどちらか一方は0でない。
①lテoキ0のとき、θ∞級写像G:R2→R2を
G(・,υ)=(・,F(■,ν))
とすると
{(t,0)∈R21a―C<ι<α十(}⊂y
f∈(-6・6)に対して、
φ(ι)=C~1(a tt t,0)        (1・4)
とする。
このとき、G(2)=C(a,b)=(αF(a,b))=(α,0)であるから、
φ(0)=G~1(α,0)=p
である。
また、φ(′)=(′( ),9(チ))とすると、
ノ
.(1)=φ
(1)の第1成分
=Gl(α+t,0)の第1成分
=θ+ι             (1.5)
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となるから、
#0=(幾評0,4争0)=←,1争0)キ0
を得る。
さらに、
F(φ(t))=F(G~1(α tt t,0))
=G(G~1(a ttι.0))の第2成分
=0
であるので、φ(ι)で表される点は全て θ上の点である。
最後に、写像Gによってび∩0とy∩{(・,ν)∈R21y=0}は1対
1対応しているので、点Pに十分近いθ上の点 (r,ν)を
r=∫(ι), ν=g(t)
と媒介変数表示で表すことができる。
o3子oキ0のとき、σ∞級写像∬:R2→R2を
″ (・、り)=(F(■,ダ),y)
とすると
1°三°|=#0キ0
であるから、定理 1.1.5ol)より、″ :υ→ yが全単射かつ″ 1
がθ∞級写像 となるようなPの近傍 υと″(p)の近傍yがぁる。
P=(a,b)∈R2のとき、正の実数(を次が成り立つようにとる。
{(0、ι)∈R21b_`<ι<b+〔}⊂レ′
ι∈(一F.6)に対して、
15
とする。
φ(ι)=″~1(0,b+ι)
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このとき、(i)と同様にしてφ(ι)=(バι)、b+ι)と表すことができ、
φ(0)=″1(0,わ)=P
#0=(1争0,議評0)=(1争0,うキ0
を得る。
さらに、
F(φ(1))=F(I~1(0,b tt ι))
=″(I~1(0,b+ι))の第1成分
=0
であるので、φ(ι)で表される点は全てσ上の点である。
最後に、写像∬によってυ∩Cとy∩{(γ、υ)∈R21r=0}は1対
1対応しているので、点Pに十分近いC上の点 (r.ν)を
・ =∫(ι), ν=g(ι)
と媒介変数表示で表すことができる。
と表すことができる。
したがって、こ′∩Cの点 (■・,ν)は
■=α+1,ν=g(1)
ν)
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
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と表すことができ、び∩θは″についての陽関数表示 ν=g(″―α)で表
すことができる。
(五)のとき、υ∩θはりについての陽関数表示″=∫(ν一b)で表すこと
□ができる。
では、媒介変数表示で表される曲線は陰関数表示や陽関数表示で表すこ
とができるだろうか。それは次の命題 1.2.3が示 している。
命題 1.2.3集合 θがθ∞級関数 φ:R→Nにより
(・,y)=φ(ι)=(∫(t),g(t))
と媒介変数表示で表されており、
き、0の近傍 υ⊂R、 Pの近傍7
存在 して次をみたす。
{(・,ν)∈R21に,ν)=φ(ι)ι
φO=p、4争0キ0とする。このと
⊂R2、及びσ∞級関数F:R2→Rが
∈υ}={(α.,ν)∈y′IF(r,ν)=0}
さらにのとき、(#0・券0)キ0である。
証明弓争0=(#0,+0)キ0より、#o,#0の少なくと
もどちらか一方は0でない。
(1)#ω)キ0のとき、
σ∞級関数チ・(ι)について、定理1.1.5(1)より0の近傍υ⊂Rとバ0)
の近傍ソ⊂Rが存在して、次の条件をみたす。
∫:υ→yは全単射であり、ノ
~1はθ∝級関数
y′={(・r,ッ)∈R21T∈yかつν∈R}とおき、(・',7)∈y′について
聰勁=ッ ズー∫‐0)とする。ここで、1テキ0となることに注
意する。
まず、(ムダ)がι
ノ
・
(ι)より(∬,y)∈
となる。
∈υについて(■,プ)=φ(ι)と表されるとき、■=
y′である。また、F(■、y)=ク(ι)―ク(ノ 1(バι)))=0
第 1章 曲面と接ベク トル                   18
逆に、F(′・、プ)=0をみたす (■,ν)∈1/′について、1/′の定義より■∈
yであるのでι=∫ 1(・)とおくとι∈υである。また、F(■,ν)=0
よりν=g(∫
~1(・
))=g(ι)である。したがつて、F(“,y)=0をみた
す (・,ッ)∈アはι∈υを用いて(π,ν)=φ(ι)と表すことができる。
鰤)#①)キ0のとき、
θ∞級関数 .ノ(1)について、定理 1.1.5(1)より0の近傍υ⊂Rと″(0)
の近傍y⊂Rが存在して、次の条件をみたす。
ノ:υ→ yは全単射であり、g~1はθ∞級関数
レア′={(r,ダ)∈R21r∈Rかつν∈1/}とおき、(・,ν)∈y′について
Fけ,0=r∫0‐0)とする。ここで、1争キ0となることに注
意する。
まず、(■、y)がt∈υについて(■,ソ)=φ(ι)と表されるとき、y=″(′)
より(″,ソ)∈y′でぁる。また、F(",y)=∫(ι)一チ
・
(,1(ク1)))=0と
なる。
逆に、F(7.y)=0をみたす(■,ν)∈アについて、y′の定義よリソ∈
1/アであるのでオ=g~1(ν)とおくとι∈υである。また、F(■,ν)=0
より■=∫(gl(ν))=ノ(ι)である。したがつて、F(■,ν)=0をみた
す(ムッ)∈アはι∈びを用いて(r,ν)=φ(ι)と表すことができる。
□
命題 12.1、系 1.2.2、命題 1.2.3より、集合 θ⊂R2と点P∈σに対し
て次の3つは同値であることがわかる。
●Pに十分近い部分でθを陽関数表示で表すこと
キ 0
をみたす θ∞級関数F:ぱ→ Rにより、Pに十分近い部分でθを
F(・,ν)=0
(#0ヽ
?
―
，
?
?
??
と陰関数表示で表すこと
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● φO=P、#0キ0
をみたすθ°C級写像φ:R→R2により、Pに十分近い部分でθを
(・.ν)=φ(t)
と媒介変数表示で表すこと
ここまで平面内の曲線について述べてきたが、空間内の曲線についても
同様のことが示される。そこでここでは、媒介変数表示を用いて次のよ
うに平面内、空間内の曲線を定義する。
定義 1。2.4η=2または3とする3。 0を含む開区間び⊂R、 σ
∞級写像
φ:び→ Rηが
(1)φ:υ→ Inlφは全単射で、逆写像も連続
ω任意のι∈υで#キ0
をみたすとき、組 (υ:φ,IInφ)を平面内の曲線片という。また単にIInφだ
けを曲線片ということがある。
定義 1。2.5"=2または3とする。0⊂Rηとする。任意のP∈σに対 し
て、7∩θが曲線片となるようなPの近傍y⊂Rηがあるとき、θを曲
線という。このとき、θ∞級写像 φ:υ→
y∩σが全単射 となる開区間
υ⊂Rがある。この組 (y∩0,φ)をθの座標近傍という。y∩0内の任意
の点Pに対してφ l(P)=ιと表されるとき、ιを(y∩σ,φ)に関するPの
局所座標という。座標近傍 (y∩θ,φ)のことを(7∩Ct)と書くことがあ
る。また、Cの座標近傍の族 {(礁∩σ,φα)}α∈4があってC=`、L(ア、∩の
となるとき、{(11∩θ、φα)}α∈Aをθの座標近傍系という。
この後に、曲線上で定義された関数などを考える際には座標近傍を用
いて考えることになる。そこで、局所座標間の座標変換を表す関数が σ
∞
級関数であることを保証 しておく。
34以上の′,に対するR"内の曲線も同様に定義できるが、本論文で扱う曲線は11に
空間内のものであるため″≦3としている。
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命題 1.2.6曲線 Cの2つの座標近傍
φl:鴫→ 1/1∩σ (銑⊂R、4⊂R2、φlはθ
∞級写像)
φ2:眺→ち∩0(1/2⊂Rヽ1/2⊂R2、φ2はσ
∞級写像)
が、И∩ちキ0であるとき、φ21(И∩1/2)において、φtt1 0 φ2はο
∞級
関数である。
証明 鮮 内の曲線について示すが、R3内の曲線についても同様である。
φ2(′0)∈Иとなる10∈助を考える。このとき、任意の10∈φ21(yl∩b)
においてφ「10φ2がσ∞級関数であることを示す。
φ2(′0)=(0,わ)、 φ「
1(θ
.わ)=l′oとする。φl(71)=(ノ1(11)、91(lム))と表す
とき、
R2
(告けめヽキ←ぬうキ0
であるので、増午いのと考争儘めのうちどちら卜方は0でない。
0作佃0)キ0のとき、逆関数の定理■■50
とチi(71o)=αの近傍ィ⊂Rが存在して
ノ1:ιI→イは全単射であり、.≠「
1は
をみたす。
こ こで 、
ィ上で(1∝級関数
より、包0の近傍 びi⊂R
イ×R={(・・ν)∈R21.∈て、υ∈Ft}
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に対して、
幌=φ21(yl∩y2∩(イ×R))
とおくと、喝はιOの近傍となる。
ι∈場についてし=φ「
10φ
2(ι)とすると、
φl(a)=φ2(ι)
である。φ2(ι)=(ノb(t),g2(ι))として両辺のι成分を比較すると
∫1(鶴)=ん(オ)
である。
φl(21)∈l角∩ち∩(イ×R)であり、特にφl(υ)∈可×Rである。
したがって、∫1(a)∈lイであるのでθ∞級関数ノ・「1を用いてυを次
のように表すことができる。
包=∫「
10ん
(ι)
よって、ι∈場 について
φ『l°φ2(ι)=∫「
10ん
(1)
となり、φ『loφ2は喘 Lでσ∞級関数であり、すなわち1。 ∈φ21(レ1∩
ち)においてθ∝級関数である。
04卜(哺キ0のとき、逆関数の定理■■50より、助の近傍昭 ⊂R
と釣(uo)=bの近傍ィ⊂Rが存在して
ん:υ(→イは全単射であり、9「1はイ上でσ
∞級関数
をみたす。
こ こで 、
R×イ={(・,ν)∈R21″∈R、ν∈イ}
に対して、
4=φ21(1/1∩ち (R×イ))
とおくと、鴫はιOの近傍となる。
1∈場について11=φll o φ2(ι)とすると、
φl(υ)=φ2(ι)
21
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である。φ2(1)=(ん(t),g2(ι))として両辺のν成分を比較すると
gl(し)=g2(ι)
である。
φl(υ)∈И∩ち∩((R×4)であり、特にφl(υ)∈R×イである。
したがって、gl(し)∈イであるのでθ∞級関数g「
1を用いてしを次
のように表すことができる。
22
υ=g「10g2(ι)
よって、ι∈%について
φ「
1°φ2(t)=g「10g2(ι)
となり、φ「loφ2は%上でθ∞級関数であり、すなわち1。∈
b)においてσ∝級関数である。
1.3 曲面とは
平面曲線に続き、空間内の曲面を考えることにする
4。 本節の目標は曲
面を定義づけることである。平面曲線を定義づけした方法に準 じて、曲
面を定める方法を考えていく。
それでは、曲面を式で表示する方法を3つ挙げる。平面や球面などの
簡単な例について、これらの式表示は高校での数学においても扱われる
ことがある。
1つめは、∫(■,ν)をある平面内の領域で定義された変数■,νの一価関
数とし、曲面を関数
8=∫(・,ソ) (1.6)
のグラフとして与える方法である。(1.6)を曲面の (χ,ダ座標についての)
陽関数表示という。例えば、z=71-■2_ν2は単位球面の上半球面を
表している。
φ21(11∩
□
4曲線と同様に、本論文では曲面といえば自己交差しないものとする。
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2つめは、Fを3,y,Zの関数としたとき、
23
F(■,り,Z)=0
をみたす点し,ν、3)の全体の集合として曲面を与える方法である。(1.7)
を曲面の陰関数表示という。例えば、π2+ν
2+Z2_1=0は単位球面を
表している。
3つめは、平面領域Dからば への写像φの像Imφとして曲面を与え
る方法である。φ(し,υ)=(∫(υ,υ),θ(し,υ),ん(し,υ))のとき、
・ =∫(υ,υ), ν=g(し,υ), Z=ん(し,υ)(し、2')∈
D  (1・8)
を曲面の媒介変数表示という。このとき、し,υを媒介変数という。例えば、
■ =COS u COSt,,ν=Sin tιCos υ,g=dll υ は 単 位 球 面 を 表 し て い る 。
この3つの曲面の表示についてそれぞれの関係を調べてみる。平面曲
線のときと同様に、陽関数表示は陰関数表示や媒介変数表示の特別な場
合とみなすことができる。では、陰関数表示された曲面を陽関数表示や
媒介変数表示で表すことができるだろうか。それは次の命題 1.3.1が示 し
ている。
命題 1.3。lθ∞級関数F:R3→Rにより集合SがF(■,y,2)=0と陰関
数表示で表されているとする。S上の点Pが
(器0,労0,労0)キ0
をみたすとき、R2からR3へのC∞級写像φ (φ(11,1,)=(′(11、1')19(lι、7'),力(71・l')))
が存在 して次をみたす。
① φO=2#0と器0が一次独立
(li)点Pに十分近い部分で、S上の点 (■,ν.Z)を
・ =∫(lι,tソ)・ ν=g(し,tり), Z=ん(υ,2')
と媒介変数表示で表すことができる。
証明仮定から(1子0,tテ0,1子0)キ0より、1争0とらテ0とも子oのうちどれか一つは0でない。
(1.η
24
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01子oキ0のとき、σ∞級写像G:R3→R3を
G(r,ν2)=(π,ν,F(π,ν,2))
?
?
?
??
?
??ゎ
??『?????
?
?
‐???
?
?
．
?
?
?
??????????
??
?
?
?
??
】???﹈
???。
?
??
?。ぁ
=器0キ0
とする。
このとき、C(p)
から、
より、G:υ→ ソが全単射
うなPの近傍 υ とG(P)の
き、正の実数 (を次が成 り
{ぃのcR31軟けの2+ω_の2<(}
(し、υ)∈{(a,υ)∈R21 va2+υ2<c}に対して、
φ(′a,υ)=G~1(a十包,b tt υ,0)
=G(α,b,C)=(α,,b,F(a,b,C))=
φ(0)=Gl(α:b,0)=p
である。
また、φ(tr,υ)=(∫儘,υ),gり,υ),たし,υ))とすると、
.チ
.(色、υ)=φ(lι,υ)の第1成分
=Gl(a tt a,b+υ,0)の第1成分
=β十 マイ
g(色,υ)=φ(t,υ)の第2成分
=G~1(α十し,b tt υ,0)の第 2成分
=わ十υ
⊂ ソ
(1.9)
(α,b,0)である
(1・10)
(1・
11)
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となるから、
併0=(鵠拌0,鶴拌0,券0)=←,Q券0)
#0=(鵠絆0,鶴評0,併0)=(Ql,併0)
より、1争0と器Ol・―次独立であることを得る。
さらに、
F(φ(し,′υ))=F(G;1(α+し,b tt υ,0))
=G(Gl(α十し,b+υ,0))の第 3成分
=0
であるので、φ(?1、1,)で表される点は全てS上の点である。
最後に、写像Gによってび∩Sと1/∩{(■,ν,3)∈R31z=0}は1
対 1対応しているので、点Pに十分近いS上の点 (■,y,3)を
γ=∫(し,υ): ν=θ(包,υ), Z=ん(し、2')
と媒介変数表示で表すことができる。
①3争oキ0のとき、①の場合と同様に示すことができる。
mtテoキ0のとき、①の場合と同様に示すことができる。
□
系 1。3,2集合Sがσ∞級関数F:R3→RによりF(r,ソ2)=0と陰関数
表示で表されてお り、S上の点Pは
(#0,券し,等0)キ0
をみたすとする。このとき、Pの近傍 υがあつて、υ∩Sは陽関数表示で
表すことができる。
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証明 命題 1.3.1の証明を適用 し、(i)の場合だけを示す。
(i)のとき、(1・9)のφ(色,υ)は(1・10)、(1・11)によって
φ(し,υ)=(a+υ:b tt υ,ん(し,υ))
と表すことができる。
したがって、び∩Sの点 (■,ν,Z)は
r=α+し,ν=b+υ,z=ん(し,υ)
と表すことができ、υ∩Sは■,ダについての陽関数表示==′ι(.・―α,ッーb)
で表すことができる。
(五)のとき、こノ∩Sはり、zについての陽関数表示 χ=∫(ッーb・Z―c)の
形で表すことができる。
(ih)のとき、υ∩Sは",zについての陽関数表示
y=g("一α,Z―C)の
形で表すことができる。                     □
では、媒介変数表示で表される曲面は陰関数表示や陽関数表示で表す
ことができるだろうか。まずは補題 1.3.3を示す。
補題 1.3.3を用いて、次の命題を示す。
命題 1。3.4集合Sがθ∞級関数 φ:R2→R3により
(・,ッ,2)=φ(し,υ)=(∫(鶴,υ),g(し,υ),ん(υ,2デ))
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と媒介変数表示で表されており、
φO=p、併0と#0が一次独立
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□
命題 1.3,1、系 1.3.2、命題 1.3.4より、集合S⊂R3と点P∈Sに対 して
次の3つは同値であることがわかる。
●pに十分近い部分で、Sを陽関数表示で表すこと
●
(器0,券0,労0)キ0
をみたす σ∝級関数F:R3→Rによって、Pに十分近い部分のS
を
「
(・.〃,Z)=0
と陰関数表示で表すこと
● αO=p、#と件が~次独立
をみたすθ∞級写像φ:鮮→ R3によって、Pに十分近い部分のS
を
(・,ダ:2)=φ(υ,υ)(υ,υ)∈υ (びは(0,0)の近傍)
と媒介変数表示で表すこと
そこで、平面曲線と同様に、媒介変数表示を用いて次のように曲面を
定義する。
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定義 1。3.50∈R2を含む開集合υ⊂ば、θ∞級写像 φ:υ→R3が
(i)φ:υ→ IIllφは全単射で、逆写像も連続
① 任意のは,0∈υで新 と場争 は
一次独立
をみたすとき、組 (υ,φ,Imφ)を空間内の曲面片という。また単にImφだ
けを曲面片ということがある。
定義 1.3.6S⊂R3とする。任意のP∈Sに対して、y∩Sが曲面片とな
るようなPの近傍y⊂R3がぁるとき、Sを曲面という。S上の点Pに対
して、Pの近傍 1/⊂R3とsの共通部分 ア =y∩sをS内のPの近傍と
ぃう。Sが曲面であれば、Sの各点Pに対してυ⊂R2とs内のPの近傍
l′
〃⊂Sがあつて、σ∞級写像 φ:υ→ ア は全単射である。この組 (y′、φ)
をSの座標近傍という。ア内の任意の点Pに対してφ
l(P)=01,"2)と
表されるとき、(■1,・2)を(y′,φ)に関するPの局所座標という。座標近
傍(7′、φ)のことを(y′;"1,"2)と書くことがある。また、Sの座標近傍の
族(に,φ。)}α∈・ があつてS=鳳くとなるとき、{(14,φa)}α∈スをSの
座標近傍系という。
曲面についても、局所座標間の座標変換を表す写像がθ
∞級写像であ
ることを保証しておく。
命題 1.3,7曲面Sの2つの座標近傍
φl:υl→И (υl⊂R2、И ⊂s、φlはθ
∞級写像)
φ2:眺→ L (眺⊂ば、L⊂S、φ2はσ∞級写像)
が、yl∩ち キ0であるとき、φ2~1(4∩b)において、φ「
10φ2はC・級
写像である。
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証明 任意のt。∈φ21(И∩1/2)においてφ「10φ2がθ∞級写像である
ことを示す。また、t。=(■。,ソo)とおく。
φ2(tO)=(α,b,C)、φ「
1(a,b,C)=Ooとして、し。=(7″ιO,7ιO)とおく。
し=(m,η)∈銑 に対してφl(し)=(∫1い,2),ク1(ηl,η),ん1(7η71))と表すとき｀  器いのと半いめル触立
であるので、補題 1.33より
嘩田享翻ヽ降田革翻ヽ嘩田草別
のうちいずれか一つは0でない。
0嘩田尊翻却…核乙
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逆関数の定理 1.1.5(五)より、し。の近傍 υi⊂ぱ と(fl(・o),91(しo))=
(θ′,わ)の近傍ィ⊂R2ぉょびυfからR2へのθ
∞級写像φl(m"η′)=
(.′1(m、η),91(777、η))が存在して
下■ び{→イは全単射であり、石
~1は
イ上でθ
∞級写像
をみたす。
%=φ21°φl(υl)とおくと、場はtoの近傍となる。以下、φl~10φ2
が鴫上でθ∞級写像であることを示す。
任意の(■,ソ)∈%について(m,2)=φl~10φ2(■,υ)とすると、
(ηし,η)∈υ{であるので(m,71)をσ
∞級写像φl lを用いて
(7・l,η)=φl 1071(m,η′)
=焉FT~1(∫1(ηQ,2),gl(772,2))
と表すことができる。
一方このとき、φl(m、η)=φ2(r,7)であるので、φ2(7,7)の座標を
(,fr2(r、ッ) 92(・.、ッ),ん2(■,ν))とおいて両辺の第1成分第2成分を比較
すると、
.≠
・
1(77れ、・ )=.チち(r、υ)、 gl(7口,77)=g2(■
yヽ)
を得る。
したがって、任意の(■,ν)∈場に対して、
φ■
~10φ
2(″,y)=石
~1(ノ
b(・,ソ)・g2(■,ν))
となり、φl~10φ2は喘 上でθ∞級写像であり、すなわちι。∈
φ21(li∩l′ち)においてθ
∞級写像である。
0嘩田尊剛却……討2-
同嘩田草翻却……対2…
□
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命題 1.3.7から、φ「
lo φ2はφ2~1(1/1∩b)上のθ∞級写像であることが
ゎかった。さらに、2つの座標の変換を表す写像 φ「
lo φ2は次の重要な
性質を持っている。
系 1.3.8曲面Sの2つの座標近傍
φl:銑→ ス (銑⊂R2、1/1⊂S、φlはC∞級写像)
φ2:め→ L (眺⊂R2、1/2⊂Sヽφ2はο∞級写像)
についてИ∩ち キ0とする。(χ,υ)∈φ21(yl∩y2)に対して
φl~10φ2(″,ν)=(ηQ(″,ν),2(π,ソ))
とおくとき、任意の t。∈φ2~1(yl∩y2)で次が成り立つ。
証明 (ηλ、/1)∈φl l(4∩b)に対して
φ2~10 φl(ηt,2)=(・(7し,2):ν(71t,η))
と表すことができ、命題 1.3,7より関数η2(■,ν),η(・,ν)、・
.(7n,71),ソ
(7η,71)
はσ∞級関数である。ここで、φl lo φ2(tO)=鶴oとおく。このとき、
φl 10φ2とφ21°φlは互いに逆写像であるので合成関数の微分法の定
理 1,1.6を利用すると、次の4つの式が得られる。
#し0)=:量生井生ユし0)
=(券俳+併#)ltOl
=併いの讐ltOl+併luolttltOl
券CO)=」量生等生ユし0)
=(弁券十併号)0
=舟いめ券じめ十併いのモ等<tOl
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券ltOl―量生勢生ユltOl
=(舟讐十併券)0
=鼎1001ttltOl+併しめ券じめ
%CO)=竺
些 生
等
生 ユ ltOl
=(併券十併券)ω
=轟師め券ltOl+併しめ券ltOl
この4つの式を行列を用いてまとめると、
となり、両辺の行列式を考えると
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となるので、
であることがわかる。
(1.12)に現れた行列
を、点t。における写像φl
と表す。
□
記号で(Jφl 10 φ2)t。
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また、ヤコビ行列 (」φl~10φ2)t。の行列式
det(」φl~10φ2)t。=
を、点tOにおける写像 φ.~10φ2のヤコビアンとよび、記
号で
器 0
と表す。
ここまで一般論を述べてきたので、曲面の例として球面を
とりあげ、球
面の座標近傍のとり方について具体例を挙げ
て説明する。
例1,3.9S2={(.,り,2)∈R31″2+ν
2+Z2=1}とする。S2上の2点を
η=(0,0,1),S=(0,0,-1)として、πソ平面をα={(■,ソ,Z)∈
R31z=0}
とおく。
υ={(・,ν,Z)∈S21(",ν,Z)キη}
y={(・,υ,多)∈S21(.,υ,g)キS}
とする。Pl∈びに対し直線ηplと平面 αとの交点
を91∈R3とすると
き、Plを91に対応させる写像φlを立体射影
という。また、P2∈yに対
し直線sp2と平面αとの交点を92∈R3とするとき、P2を92に
対応させ
る写像φ2も立体射影という。
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φl-1:R2→υとφ21:R2→1/を具体的に求めてみよう。平面α上
の点9=(s,1,0)とη=(0,0,1)に対して、直線 9π上の任意の点 P′は実
ll―kl働
 
団
と表すことができる。P′がび上の点となるときのたの値をた0としよう。
このときた02s2+た。2ι2+(1-たo)2=1でぁりP′キπよりた0キ0なので、
た0=52+ι2+1
となる。 したがつて、(1.14)を(1.13)に代入すると
‥ J=(論 静ヽ ,
(1・10
s2+f2_1
1+52+ι2
を得る。同様にすれば、
の■%→=(満 ,論 ,需 )四
を得る。したがつて、φl~1もφ21もσ∞級写像になるので、C,φl~1),(7φ21)
はs2の座標近傍となる。
次に、座標変換を表す写像φ2°φ「
1を具体的に求めてみよう。9=(i)
に対してφ「
1(9)=Pとおくと、直線ps上の任意の点γ′は実数1を用いて
日〔:り‐判O)
と表せる。ただし、た。は (1・14)で示した値である。T′=φ2(p)となるとき
のアの値を 1。 としよう。このとき10(1-たo)一(1-lo)=0より′0(2-た0)=1
である。ここでpキsより(s,ι)キ(0,0)であるので、(1.14)からた0キ2
であるから、
お=洗
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となる。 したがつてφ2(2)= (|) とおくとヽ
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となり、
となる。
系 1.3.10写像φl:υ→ば,φ2:y→R2を立体射影とする。このと
き、任意のP∈φl(び∩1/)に対してdet(」φ20 φl~1)p=~1となる。
証明 (1,16)よりφ20φ「
1(S.オ)=(d,そl)とおくと、
に
力
,ど =島
であるので、
=光
   (i)
=可
〒I巧
「
(i)
=島
   (i)
¨ 声引=(寺,寿)
#=,舌半  争=てデ号
券=て詳号  器=て寿寺
(116)
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となるので、
となる。
det(Jφ20 φl~1)p
-4s212_(s2_ι2)2
=   (s2+12)2
__ ′4_s4_2s2チ2= (s2+ι2)2
=-1
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□
1。4 接ベクトル
本節において、曲面上の点における・接ベクトル"というものを考えた
い。単純に、曲面に接する空間ベクトルを接ベクトルとみなすこともで
きるが、この場合には曲面の外側にある空間R3を考慮しなければならず
Nの座標が必要となる。本節では、曲面の局所座標のみを用いて接ベク
トルに相当する概念を構築したい。そのために、まずは曲面 11で定義さ
れた関数に着目して、その “方向微分 と｀して “接ベクトル
いを考えていく
ことにする。
定義 1。4.lSを空間内の曲面とし、∫をS上の関数とする。J・ :S→R
がS上の点Pでθ°°級関数であるとは、次をみたすことをいう。
PをS上の点として、(7φ)をPを含む座標近傍とする。こ
のとき、.チ・Oφ:φ
~1(7)→Rがφ~1(2)∈R2でθ∞級関数と
なる。
また、S上の関数 .ノ・が任意の点P∈Sでθ∞級関数のとき、.メ
.をS liの
θ∝級関数という。
定義1.4.1の定め方では、関数 ノ
・がS上の点でθ∞級関数であるかどう
かは座標近傍のとり方に依存してしまう。しかし結果から述べると、関
数∫がゞ上の点でθ∝級関数であるかどうかは座標近傍のとり方に依存
しない。これを次の命題で述べる。
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命題 1.4。2Sを曲面、P∈Sとして、∫をS上の関数とする。このとき、
∫が点Pでθ∞級関数であるかどうかはPを含む座標近傍のとり方
に依
存しない。
証明 Pを含む2つの座標近傍を(アφ),(y′,φ
′
)とする。今、ノoφ:φ
~1(7)→
Rがφ~1(2)でθ∞級関数であると仮定する。このとき、任意の点(11,7')∈
φ′
~1(y∩ソ′)に対して、
∫Oφ′(?1,7')=.fOφOφ
~10φ′
(11,2')
=チ
.Oφ
(φ
10φ′
(?イ,で'))
と変形した式について考える。命題1.3.7よりφ
~10φ′はφ′1(p)でσ¨
級関数であり、また仮定より∫oφはφ
~1(p)=φ~10φ′
(φ
′~1(2))でσ∝
級関数である。したがつて、∫Oφ
′はφ′
~1(p)でもσ∞級関数であり、∫
が点PでC°°級関数であるかどうかはPを含む座標近傍のとり方に依存□しない。
定義 1.4.1と命題 1.42によつて、曲面S上の 関数 ノがSでθ
∞級関数
であるかは∫とSだけで決まることがわかる。次に、曲面SLの点Pに
おける関数∫の“微分係数"に相当する概念として、曲面上で定義され
た
関数に対してある実数を対応させる操作を考え、それを次のように定義
する。以後、実数α.bと曲面S上で定義された関数 .ノ:夕に対して、線形
和α∫+bgと積 J.クは次で表される関数を表すこととする。
(αノ
.+bク
)(“)=α∫(")十bg(a)
(ノ
.g)(")=∫
(π)g(・)
定義 1.4。3Sを空間内の曲面として、PをS上の点とする。点Pにおけ
る方向微分υとは、S内の点Pの近傍1/で定義されたθ
∞級関数∫に実
数υ(∫)を対応させる操作であり、次の3つの性質をも
つものである。
S内のPの近傍 1/、アで定義されたθ
∞級関数をそれぞれ∫、g
とし、α.わを実数とするとき、
(1)ノ
.、 クがPのある近傍1/″⊂Sで一致すれば、υ(.ノ)=υ(ダ)
(ii)υ((1ノ
.十わg)=αυ(J.)十わυ(g)
(iil)υ(J・g)=υ(∫)g(P)+υ(g)∫(P)
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定義1.4.3で注意することは、点Pにおける方向微分は局所座標を用い
ずに定義されていることである。さらに、性質 (ili)はR上の積の関数の
微分法則と類似しており、点Pにおける方向微分を“曲面上での微分"に
相当するものと特徴づけることとなる。
ここで、方向微分に関する重要な例を2つ挙げておく。
例 1.4。4Sを空間内の曲面として、PをS上の点とする。S内の曲線片
C(t):(-6,C)→S(C(0)=p)に対して、
{ノ
・
|ノ
.はS内のPの近傍で定義されたθ∞級関数}
からRへの写像υcを次のようにおく。
先o=写 0
このとき、υcは点Pにおける方向微分である。
証明 υrが定義1.4.3にある3つの性質をみたすことを示せばよい。S内
のPの近傍ア 1/′上で定義されたθ
∞級関数をそれぞれノ
.、 gとし、α,bを
実数とする。
(1)∫、gがPのある近傍 y″⊂sで一致すると仮定する。ιが0に十分
近い値のときc(ι)はソ
″に含まれるので、0に十分近いι∈Rに対
してバC(オ))=g(C(t))である。よつて、
ば月―隻0=写 0-雫 0
=   0
=0
(ii)
ばげ十り=   0
dげ00)ギgに←)))①
)
=αΨ O+b雫0
=αυc(f)十わυc(9)
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(iii)
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ば 嗣 =Ψ 0
_イバC(t)),(C(1))(0)
αι=(平・O+ΨXOうL0
=写 OXO+Ψ OA硼
=υc(∫)ク(P)十υc(g)∫(P)
□
例 1.4.4で定めた υcをcに沿 う (ι=0における)方向微分 とよぶこと
とする。
例 1.4.5Sを空間内の曲面として、点PcSとする。また、(スφ)をP
を含むSの座標近傍とする。υ=φ~1(y)とおき、(スφ)に関するびの局
所座標を(■1、■2)とする。S内のPの近傍で定義されたθ∞級関数∫に、
ど oに却する■方向のM係 数Ψ ば 0∈R劉応させる
操作を
(ザ≒)pと
する。すなわち
(舟)pザ→三寄生。‐0)
である。このとき、
(ザ≒)pは
Pでの方向微分である。
(注意)ユ盤ザ≒φ
-1(P))は、 び=φ~1(1/)の局F~fI整標 (rl,r2)Jヒでの■・1方
向の偏微分係数である。写像 φは局所座標 (■1,■2)に付随するものであ
り、記号の重複を避けてφを省略することがある。すなわち、
学 o‐o)を券o
と略記することがある。
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また、
ノ
.oφ を J.(■1,・2)
と略記することがある。
言正明 (ザ許)Pが
定義1.4.3にある3つの性質をみたすことを示せばよ
い。S内のPの近傍1/1,y2上で定義されたθ∞級関数をそれぞれ∫、θと
し、α,bを実数とする。
(1)∫、gがPのある近傍′ ⊂Sで一致すると仮定する。このとき、
(■1,r2)∈こアがφl(p)に十分近ければ、φ(■1,・.2)は1〃に含まれる。
したがって、φl(2)に十分近い(″1,・2)∈υに対してノ(■1,・2)=
θ01:r2)となる。したがって、
(舟)PCD―(舟)pO=併0-券0
=70
=0
(li)
(舟)P。・ノ+り=2宅響0
=α券0+b券0
=α(岳)ρO+b(岳)p°
(舟)pげの=讐0
=(%θ+券∫)0
=(■
)p OθO十(舟)p°∫0
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□
例 1.4.4や例 1.4.5のように、点Pにおける方向微分はいろいろなものが
考えられる。そこで、曲面S上のθ∞級関数に対する点Pにおける方向
微分全体の集合を Dρ(S)で表すことにする。
命題 1.4.6Sを空間内の曲面とし、PをS上の点とする。このとき、曲
面S上のθ∞級関数に対する点Pにおける方向微分全体の集合DP(S)は
R上のベク トル空間である。
証明 υ,υ∈Dρ(S)に対 して、和とスカラー倍を次のように定義する。
ただし、∫をS内のPの近傍で定義された関数とし、たは実数である。
・ 和 (υ+υ)(チ)=υ(ノ)+υ(ハ
●スカラー倍 (たυ)(.f)=た(υ(.≠
.))
このとき、υ+υ、 υ々が定義1.4.3のつの性質をみたすことは容易に示
される。次に、Dp(S)が次のベクトル空間の公理5(1)～(V面)をみたすこ
とを示せばよいが、その証明は容易であるので省略する。
任意のし,υ.υ∈DP(S)と任意のα、わ∈Rに対して
(1)(し十 υ)十υ =し+(υ+υ)
(il)包+υ=υ+し
(五1)Pの開近傍上で定義された任意のθ∞級関数 チ
・に対して、
0(≠
・)=0となる写像0を考える。0は定義 1.4.3のつの
性質をみたすので0∈DP(S)であり、0はDP(S)の単位
元となる。
(iv)しの逆元は(-1ルである。
(V)(a+わ)鶴=αし+わし
(Vi)α(鶴十υ)=α鶴+αυ
(V五)(αわ)鶴=α(わし)
(Vi五)1し=包
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□
5Ю]p.96を参照されたい。
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□より、θ=b=0
((会)pヽ(洗)p)と((券)p｀(今)ρ)
は一致するだろうか。それを調べるために、まずは次の補題を示す。
補題 1,4.8Sを曲面とし、P∈Sとする。Pを含むSの座標近傍(yl,φl)、
ま'聟(111覇lMやサ蹴窯隠
関係が成 り立つ。
(許)p=弁0(命)ρ+券0(命)p
(τ:丁)p=1:す0(命)p+1:争0(命)p
証明
(ザ許)p←
=L動が
(ザ計)p (ヽザ牙)Pの
1次結合で表される
ことを示す。
(1)グ=1のときを考える。S内のPの近傍を定義域にもつ任意の関数∫に対して、
 (:LうρO=券0   鱚調
である。ここで、プo φlの定義域をφl l(И∩b)としてヽノO φl
を次の式で表すことにする。
.fO φl=(チ
・O φ2)O(φ2~l°φl)
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このとき、(■1,r2)∈ψl l(1/1∩b)に対して
φ2~10 φl(″1,″2)=(νl(χl,・2),ν2(″1,r2))
とおくと
(119)
???????????????????????????????????????????????????
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となる。
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補題 1.4.8より、
(非)p=警0(命)p+券0(今)p
(洗)2=劣0(号)p十劣0(今)p
が成 り立っている。
このときは2の、は2⇒より、(券)pと(洗)pは(命)p｀
の一次結合で表されるので、
((許)Pヽ(会)♪⊂((命)pヽ(場)p)
となる。
逆に、前 醜 けLJ,鱗,のを入緒 えると(:許)pと(命)P
は
(:許う p｀ (ザb)2の
一次結合で表されるので、
((舟)Pヽ(会)2)⊃((命)p｀(場)p)
となり、次の命題が示された。
命題 1.4.9Sを曲面とし、PCSとする。Pを含むSの座標近傍 (1/1,φl)、
(ち、φ2)に関して、それぞれの局所座標を(τl,■2),(プ1・ν2)とする。このと
き、2つのベクトル空間((:訴うpヽ (z:丁)p)と((マ:十)p (｀マ1:)p)
は一致する。
命題 1.4.9より、曲面SとPCSに対してS内のPの座標近傍のとり方
によらない2次元ベクトル空間が定まることがわかった。そこで、この2
次元ベクトル空間を次のようによぶこととする。
(1.2の
(1.21)
第 1章 曲面と接ベクトル 47
定義 1,4。10Sを曲面、PをS上の点とする。S内のPの近傍yに対 し
て、(ソ12.1・・ 2)をSの座標近傍 とする。このとき、2次元
ベク トル空間
((会 )p (会 )P
をpにおけるSの接ベクトル平面とよび、記号TP(S)で表す 6。 接ベクト
ル平面TP(S)の元を接ベクトルという。
さて、例 1.4.4で挙げたcに沿う (ι=0における)方向微分υcもまた接
ベク トル平面TP(S)の元であることを示しておこう。
命題 1.4。1l Sを空間内の曲面とし、PをS上の点とする。(ソl rl,T2)をp
を含むSの座標近傍とする。区間 (―F.()からSへのθ∞級写像c(c(0)=
P)に対 して、c(′)の局所座標を c(′)=(61(ι),62(|))とする。このとき、c
に沿う (′=0における)方向微分υcは、次の式で表される。
け争0(許)ρ++0(洗)P
証明 S内のPの近傍を定義域にもつ任意のθ∞級関数 .′に対 して、cに
沿う (t=0における)方向微分の定義 (例1.4.4)より、
先o=写 0
=  0
合成関数の微分法の定理 1.1.6より、
dノ(q(チ),β2(|))
ごι
Wノ①)
=併0+0+勢0÷(ヒ
)pm=争0(τ:丁)p的十+0
6実は、曲面S11のC¨級関数に対する点Pにおける方向微分全体の集合DP(S)は、
TP(S)と一致する。証明は 111(p316、付録A)を参照されたい。
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場+0,1争0はプ・こよらない実数なので、
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0+争0
p++0(
uc=争0(τ:丁)p十争0(1:丁)p
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よって、
□となる。
このυc C 7Ъ(S)を曲線cのι=0における速度ベクトルとよぶことも
あり、υcを号訓′到
と表すこともあ
鷺 所座標を用いて表してきた。一一方ここまで、曲面Sの接ベクトルを,
で、sがR3に置かれていることを考慮すれば、接ベクトルをR3の座標を
用いて表すことも考えられる。特にば で定まる“長さ
いや ¶巨離"の概念
を曲面S上で考える際にはそのような表示も必要となる。いま、S⊂R3
11の点Pの座標を(χ(2)、y(P),Z(2))と表すと、X,XZはそれぞれSL
の関数となる。このことに注意して、次の定義を与える。
定義 1.4。12Sを曲面とし、S⊂R3上の点Pの座標を(χ(P)、1/(2),Z(p))
とする。ただしχ、ンlZはS上の関数である。このとき、υ∈TP(S)に対
して (υ(χ),υ(1′)・υ(Z))を対応させる写像をι:TP(S)→R3とする。
写像ιには次の2つの性質がある。
命題 1.4。13定義1.4.12で定めた写像ι:L(S)→R3は次をみたす。
(i)ιは線型写像である。
(il)ιは単射である。
証明  (i)ι(aυ+bυ)=αι(υ)十bι(υ)(α,b∈R,υ,υ∈Tp6))は容易
に示すことができるので、では線型写像である。
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liilい′1のをPを含むSの座標近傍とし局所座標をい,0する
と、(岳)p
(喘)Pはし (助の基底となる。
このとき、基底の像
ι((舟)p)=((併)0,(併)0,(係)0)=器0
ι((会)2)=((等)0,(併)0,(係)0)=併0
は定義 1.3.5と定義
射である。
1.3.6よリー次独立である。 したがつて、ιは単
定義 1.4.12では、写像 ιを形式的に定めた。ここでは、ι
が実際にはど
のような写像を表 しているのかを調べることにする。(スφ)を曲面
S上
の点Pを含むSの座標近傍 とし、その局所座標を (し,υ)とし
よう。
まずは、υ=α(金)p tt b(併)p∈Ъ6)(た
だし、Qb∈時 に対し
てυc=υとなるσ∞級写像c:(―〔,C)→S⊂R3(c(0)=p)があるか
どうか考えてみる。φ
~1い
)=(pl,P2)とおきC(t)=φ(メリ1+(It,メリ2+bl)と
すると、命題 14.11より
《
響 0(t論)P十些宇旦0(岳)p
=υ
となり、υc=υとなる曲線片cが存在する。このようにS内の曲線cで
表されるυc∈Ъ(S)に対して、次の命題を示す。
命題 1.4.14Sを曲面とし、S⊂R3上の点Pの座標を(χ(p).1/(p)、Z(p))
とする。ただし、X,y、zはS上の関数である。c(0)=Pをみたす曲線片
c:(一F,F)→S⊂ R3をR3の座 標 で c(1)=(Cl(1),C2(′),「3(1))と
す る と
き、曲線cのι=0での速度ベクトルは次をみたす。
中D=(争0,+0,争0)
証明 S上の関数X,y,zは曲面S⊂R3Lの点の第 1成分、第2成分、第3
成分をそれぞれ表す関数なので、XOC(ι)=Q(ι),yOC(ι)=C2(t),ZOC(t)=
□
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C3(1)となる。 したがつて、ιの定義 1.4.12とυcの定義 (例1.4.4)より、
ι(υc)=(υc(χ)、υc(y),υc(Z))=(ΨL♂Ψ L♂Ψ LD
=(争0,+0,争0)
□となる。
命題 1.4.14より、ι(υ)が何を表しているかが分かる。すなわち、任意
のυ∈TPい)に対してυ=υcとなる曲線c(c(0)=勁をとれば、ι(υ)は
R3内の点中 )のオ=0での速度ベクトル (発計o,1争0,1争0)のこ
とである。
1.5 ベクトル場
前節では、曲面S上のひとつの点Pに着目し、Pでの接ベクトルを定
義した。本節では、SLの各点に接ベクトルを対応させるものを考える。
定義 1.5。lSを曲面とする。S上の各点Pに、Pにおける接ベクトルXP∈
■(S)がひとつずつ対応しているとき、その対応X=(Xp}ρ∈sのことを
S11のベク トル場という。
曲面S上のベク トル場 χ は、曲面SからS上の各点Pにおける接ベ
クトル平面Ъ(S)の和集合∪■(S)への写像である。この写像χに対pcS
して、Xの「微分可能性」について考えることにする。ここで注意する
ことは、各点Pでの接ベクトル平面Ъ(S)が異なることである。つまり、
p、9がs上の異なる点であるとき、接ベクトルχP,χqの差をそのままで
は考えることができない。したがって、
:甥而|百(X9-χρ)
のような “微分"の定義を直接的にはすることができない。そこで各点で
の接ベクトルどうしを比較できるように、S上のベクトル場 χ を局所的
にみることにし、χpを局所座標を用いて表すことを考える。
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(1/;″1,・2)をSの座標近傍とする。まず、y上の固定された点P。につい
て考える。このとき、P。における接ベクトルをχ2。とすると、定義1.4.10
よりXp。を次の式で表せる。
(会)ρと(会)pは・ズの薩量ilfよu、ヽ」[171は各点Pにおいても1つに定まりP
の関数∫1,んを用いてθ=ノ1(P),わ=.チち(P)と表せば
χP=AO(許)p+ん0(光)p
となる。これを用いて、ベクトル場の微分可能性の定義を次で与えるこ
とにする。
(1.22)
命題 1.5。3Sを曲面として、XをS上のベクトル場とする。(ス;rl,・2)ヽ
(biνl,υ2)をSの座標近傍として、И∩ち キ0とする。XをИ∩め に制
χ恥=α(舟)恥+b(会)恥 し,bC Rl
?
?
?
?
?
?
?
??
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限したベク トル場をχ′とおく。このとき、yl∩y2上の関数 A,ノb:gl、ク2
を用いてχ′を
(1.2助
(1.2→
(1.23)の右辺
χお=AO(巧3T)p十ん0(τ3了)2
=・0(今)p十の0(金)ρ
と表すと、関数 ノ1,ん.ク1,ク2は次の式をみたす。
免=Al:十十ん1:;
"_At:争
十ん:惚:
証明 任意の点P∈И ∩め において、補題 1.4.8を用いて
を計算 していくと
(1.25)
(1.24)
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□を得る。
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座標の変換を表す写像 (■1,χ2)→(νl,ソ2)はο∞級写像なので、1/∩y′
上の敵
器 豊 嚢黎← 発
は
極
級関数で
ね た 蜆
∩
ゑ 髯数 ノ1,.んが点 P。∈И ∩ち でθ
∞級「
命題 1.5.3より1/1∩ち Lの関数 91,92は0でθ∞級関数 となる。このこ
とから次の系を得る。
系 1.5。4Sを曲面、XをS上のベクトル場とし、POをS上の点とする。
S上のベクトル場XがpOでθ∞級であるかどうかは、P。を含むSの座
標近傍のとり方によらない。
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第2章 微分形式と外微分
本章では、曲面の接ベクトルの “双対"として余接ベク トルを定め、曲
面の1次微分形式を定義する。さらに、1次微分形式どうしの演算として
テンソル積や外積を定める。 リーマン計量とよばれるテンソル積は、接
ベクトル空間に内積の概念を与えている。また、外積によって微分形式
を高次に発展させていくことが可能となる。
2。1 -次微分形式
ここまでのことを少し振 り返ってみよう。1.4節では、曲面SLの点P
で座標近傍のとり方によらない接ベクトル空間TP(S)を定義 した。続い
て 1.5節では、曲面 S上の各点Pにひとつずつ接ベク トルを対応させた
ベクトル場Xを定義した。本節の目標は、曲面S上の点PでTP(S)の双
対とよばれるベクトル空間を定義し、その元を各点にひとつずつ対応さ
せる写像を考えることである。
まずは一般のベクトル空間に対して、その “双対"とはどのようなもの
であるかを考えることにする。
定義 2。1。17をRLのm次元ベクトル空間とする。このとき、yからR
への線型写像ω:y→RをソLの一次形式という。また、y上の一次形
式全体のなす集合をソ*と表す。
噛 l ω2∈1/*に対して、和ωl+ω2とスカラー倍 んωlを次のように定義
する。ただし、υ∈l′′とし、たは実数である。
・ 和  (ωl+ω2)(υ)=ωl(υ)十ω2(υ)
●スカラー倍  (たωl)(υ)=た(ωl(υ))
この演算により、y*もまたベクトル空間になることは容易に示すこと
ができる。このソ*を1/の双対ベクトル空間とよぶ。実は、
y*の基底を
yの基底から構成することができる。
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命題 2.1.2ベクトル空間1/の基底el,c2,…・,Cηしに対して、y*の元ω,を
次のように定める。
1/の元υがυ=αlel+α2e2+…・+αm em(αt∈R)と表され
るとき、喝(υ)=αをである。
このとき、ωl,ω2,…・,ωmは1/*の基底になる。
証明 次の (i)(五)(Hi)を示せばよい。
(i)喝∈ソ
*であること。
ωJの定義より写像 ω.:y→Rが線型写像であることは容易に示す
ことができる。証明は省略する。
(ii)ωl,ω2,…°,ωmは~次独立であること。
今、blωl+b2ω+…・十b“ωれ=0(bl,b2,・…,baは実数)であると
仮定する。このとき、任意の元υ∈yに対 して、
(blωl+b2ω+…・十b″lωη2)(υ)=0
となる。υとして特にe′ (1≦」≦η2)を代入すると、
0=blω(e″)十b2ω2(C,)+…。十 bγ〃η(eブ)
=19J
となり、わ1=b2=…・ b“=0となる。
(lii)ωl,ω2,・・,ω″とがy*を生成すること。
任意の元ω∈1/*に対して、bl=ω(el),b2=ω(e2),・… ,bη2=ω(cm)
とおく。このとき、yの任意の元 υに対 して、υ=αl el+α2C2+
…・+α″,Cm (α二∈R)とおくと、
u71(υ)=ω(αl el十α2C2+…・+αm erれ)
=alω(Cl)十(ι2ω(C2)十・…+αmω(Cη2)
=ωl(υ)ω(el)+ω2(υ)ω(C2)+…・+ω″2(υ)ω(Cm)
=(わlωl+わ2ω2+・…+われ螺 )(υ)
と変形で きるので ω =blωl+b2ω+…・+bmωmとな り、ωを
ωl,ω2,…°,ωmの一次結合で表すことができる。
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(i),(ii),(iii)より、ωl、ω2,・・,叫22はy*の基底になる。        □
命題 2.1.2から、y*の基底を1/の基底から構成できることがわかった。
またこれにより、″ι次元ベクトル空間yの双対ベク トル空間 ソ*の次元
もまた 7rιであることがわかる。
命題 2.1.2で定めたωl,ω2,….,ωれを、1/の基底 el,c2,…・ Cη2に対す
る双対基底という。次の命題の(h)は、双対基底の性質というよりもむし
ろ、双対基底の定義として用いられることがある。
命題 2.1.3 cl,c2・…・ Cヽ"しをベクトル空間1/の基底として、ω・を
y*の元
とする。このとき、ωjについて次の2つが成 り立つことは同値である。
(1)ωl,ω2,.…
(ii)ωo(Cプ)=
?
?
?
?
?
?
?
ηιはel,c2,・・・,emに対する双対基底である。
:軍]であ乙
証明  ・ (1)→ (ii)が成り立つことは、双対基底の定義 (命題 2.1.2)
より明らかである。
・ (五)=→>(1)が成 り立つことを示す。
1/の元υが、υ=αlcl+α2e2+…・+αηt eη2(at∈R)で表されてい
るとする。このとき、(ii)をみたすω,C1/*を両辺に作用させると
ω,(υ)=alωJ(cl)+…・十 α,ω。(C,)十…・+α″2ωィ(Cγη)
=0,
とな り、(1)が成 り立つ。
□
ここからは、ベクトル空間1/として特に接ベクトル空間Ъ(S)を扱う
ことにして、曲面上の点でのTP(S)の双対ベクトル空間を考える。
定義 2.1.4Sを曲面とし、PをS上の点とする。このとき、接ベクトル空
間TP(S)の双対ベクトル空間を写(S)で表し、曲面Sの点Pにおける余
接ベクトル空間とよぶ。余接ベクトル77(S)の元を余接ベクトルとよぶ。
余接ベクトルの例を次に挙げる。
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例 2,1.5Sを曲面として、PをS上の点とする。∫をPのまわりの近傍
y⊂Sを定義域にもつθ∞級関数とする。このとき、υ∈TP(S)にυ(y.)∈
Rを対応させる写像を(ィ)ρ と表すことにする。すると、(ィ)pは余接ベ
クトルである。
証明 υ,りをTP(S)の元として、α,わを実数とする。このとき、
(dハP(αυ+わυ)=(αυ十わυ)(.f)
=αυ(∫)十bυ(∫)
=a(イ)ρ(υ)十b(イ)p(υ)
と変形でき、写像 (げ)p i TP(S)→Rは線型写像であるので、(げ)pは
写(S)の元である。                       □
ベクトル場を考えたときと同様に、曲面上の各点に余接ベクトルを対
応させるものを考える。
定義 2.1.6Sを曲面とする。S上の各点Pに余接ベクトル空間写(S)の
元ωPをひとつずつ対応させる対応ω={ωp}p∈Sを、S上の1次微分形式
とよ
`ミ
。
次に、曲面S上の一次微分形式ωの「微分可能性」について考えるこ
とにする。ここで注意 したいことは、ベク トル場のときと同様に各点で
の余接ベク トル空間が異なることである。そこでまずは、S内の座標近
傍内で局所座標を用いて余接ベク トルを表すことにする。
命題 2.1.7Sを曲面 として、PをS上の点とする。(y;.1,・2)をPを含
むSの座標近傍とする。このとき、7⊂S上で定義される座標関数■1,■2
制 して、に¬冷.ば砲LCOは(舟)P,(洗)P∈ЪO剛 す
る双対基底である。
証明
2)=(券)P={::コ
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
?
?
?
?
よ味いしくおい(ザ≒)P,(ザb)Pは命題2■3のoをみたすの
で、主張は示 された。 □
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それでは、1次微分形式ωを局所座標によって表すことを考える。命題
2.1.7より、y上の各点Pでの余接ベクトルωPは
ω2=α(dTl)P十♭(αχ2)P(a.b∈R)
と表すことができる。ここで、ωpは点Pに対応するひとつの余接ベク ト
ルであるので、y上の関数A,んを用いて
ωp=A(P)(α・ 1)p十ん(P)(d・2)P
と表すことができる。これを用いて、一次微分形式の微分可能性の定義
を次で与えることにする。
定義 2.1.8Sを曲面とし、ωをS上の一次微分形式とする。S上の点P。
に対して、
「
;χl,・2)をP。を含むSの座標近傍とする。S上の一次微分
形式ωをyに制限したものをω′として、
″={■Om +ゝん0回P}〆ソ
とおく。ただし、∫1,ノちは1/上の関数である。このとき、S上の一次微分
形式ωがP。で0∞級であるとは次をみたすことをいう。
y上の関数∫1,んがpoでθ∞級関数である。
任意の点P∈Sでωがθ∞級であるとき、S上の一次微分形式ωはσ∞
級であるという。
定義2.1.8では、S上の一次微分形式ωがpOでθ∞級であるかどうか
は座標近傍のとり方に依存する。しかし次の補題2.1.9と命題2110で確
かめるように実際は座標近傍のとり方によらない。
補題 2.1.9Sを曲面とする。(ス;χl,π2),(b;νl,ν2)をSの座標近傍とし、
レ1∩ち キ0とする。p∈И∩1/2において、(απl)P,(α"2)P,(dνl)P,(αν2)p
は次をみたす。
解眈b=1等+0いヽ+1等;0解めら
ば挽b=t等争0“ab十劣0にヽ
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証明 a,bを実数 として、(∂νl)p=α(α・ 1)P tt b(α・ 2)pとおく。両辺に
(ザ汗)Pを
作用させると
?
―
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
??
???
??
??〓
?
―
?
??
?
?
―
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
??
?
p)
よって、α=讐0となる。また、両辺に〔Jb)pを作用させると
b=劣oとなり、uttЬ=警Om》十帰0% とヽなる。
同様に解悦ヽ=券 0解助Ь+劣09めヽ となることも示される。
□
命題 2.1。10Sを曲面として、ωをS上の一次微分形式とする。(し11,7.1,■2)ヽ
(blyl,y2)をSの座標近傍として、И∩ち キ0とする。ωをИ∩ち に制
限したベクトル場をω′とおく。このとき、И∩ち 上の関数 Jぃん,gl、ク2
を用いてげ を
ω′=ノ・ldrl十んど■2
=glごυl+g2dν2
と表すと、関数 チ1,.チち,ク1,g2は次の式をみたす。
A=Я弁+"警
ん=釣劣+"劣
証明 補題 2.1.9より、
ω′=glイッ1+g2どツ2
=釣(警ぬ・+劣山2)+の(器α均十劣″め)
=し::十のt惚争)αけ(Й:惚;+ルt揚:)αQ
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と変形できる。И ∩ち 上の各点Pで(d″1)Pと(αr2)pは~次独立なので、
A=ヵt等十十の1惚争
ん="劣+"%
□となる。
座標の変換を表す写像 (・1,72)→(71,υ2)はθ
∞級写像なので、7∩y′
上叫撒讐,劣,解,裁す驚躙》』[[亀λ蜆
∩
=よ
雙、数gl,g2が点P。∈И∩y2でθ∞級「
命題2.1.10よりИ∩ち上の関数∫1、んはPoでθ∞級関数となる。このこ
とから次の系を得る。
系 2.1。1l Sを曲面、ωをS上の一次微分形式とし、P。をS上の点とす
る。S上の一次微分形式ωが2。でσ∞級であるかどうかは、P。を含むS
の座標近傍のとり方によらない。
S上の0∞級関数∫に対して例2.1.5の余接ベクトル((1≠
・
)Pを用いると、
dノ={(イ)p}p∈sはS上の一次微分形式である。Sの座標近傍 llで一次微
分形式(J.を局所座標を用いて表すことを考える。
命題 2。1。12Sを曲面として、(1/;″1,r2)をSの座標近傍とする。ノを1/
上で定義されたθ∞級関数とすると、y上の一次微分形式げは局所座標
を用いて次の式で表される。
げ=券どけ券d均 (2.1)
証明 ρを 1′ Lの点とすると、命題2.17よりPにおける余接ベクトル
(げ)Pは次の式で表される。
(げ)p=α(ご・ 1)p+b(dχ2)P(αbヽ∈R)
このとき、
(df)p
?
―
?
?
??
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
?
、
‐
?
??
?
―
―
?
??
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
=β(″Tl)p
=θ
p)
??
?
?
?
?
‐
?
?
?
???
2)
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であ矢げらの議仰閣0よりα=券0となる。
2。2 テンソル場
本節では、ん個のTP(S)の直積 Ъ(S)×…・×■(S)からRへの多重線
た
型写像を考える。
定義 2.2。1レアをRLの′ι次元ベクトル空間とする。ωが し'11のた次形
式であるとは次をみたすことをいう。
●ωはレ′の た個の直積 ソ×y×…・×yからRへの写像である。
一
た
・ ω(υl・υ2,・・,υた)は各υ,に関して線型である。
ソ上の た次形式のことをy上のた次共変テンソルともいう。ソ上の 々
次形式全体を表す集合を 、ソ*と表つ。
例 2.2.2ベクトル空間 l′のた個の一次形式ηl,772,…・ ηヽた∈ソ
*に対して、
写像ηl●η2●…・8ηた.y×y×二・×y→Rを次の式で定義する。
一た
ηl●η2∞…・∞ ηん(υl,υ2ヽ・… ,υた)=ηl(υl)η2(υ2)~・ηた(υた)
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右辺の各η:y→Rは線形写像なので、ηl●η2●…・●ηた(υl,υ2,・… ,υん)
は各 υこに関して線型である。したがつて、ηl●η2●…・Oηた∈●7*とな
る。ηl●η2●…・●ηんをηl,η2,・… ,ηたのテンソル積 という。
ω、η∈島1/*に対 して、和ω+ηとスカラー倍 たωを次のように定義す
る。ただし、(υl,υ2,・… ,υん)∈1/×7×…・×yとし、たを実数とする。
一
た
・ (ω+η)(υl,υ2,…・,υた)=ω(υl,υ2,・… ,υた)十η(υl,υ2,…
・,υた)
・ (たω)(υl,υ2,・… ,υた)=た(ω(υl,υ2,・… ,υた))
この演算によって、Orはベク トル空間になることは容易にわかる。
た
2.1節では、1/ア*の基底をyの基底から構成した。ここでも同様に、8y*
の基底を7の基底から構成することができる。
命題 2.2.3 el,c2,・…,Cれをベク トル空間yの基底 とし、el,e2,…',Cm
に対する双対基底をωl,ω2,…・,ωm∈1/*とする。このとき、
{ω,1●ωo2●…・°ωこた}二1,,2,~,二た=1,2,″l
は ,1/・の基底 となる。 ????????「
?っ?、????』
?
?
―
?
?
?
?
?
」
?
?
?
?
?
?
?
』
?????????????????????
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?
?
?
?
‐
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?
?
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?
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?
?
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?
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?
?
?
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?
?
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?
?
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?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
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であるので、(ιグ.,2_」た=0となる。したがつて、各 (jl■2,・…,れ),L,2,ヽな=1,2,γれ
に対 して αtl,2二ん=0となる。
(五){ω.1●ω12●・…⑧ ωoた}づ112■…|た=1,2,…mが畠y*を生成することを示す。
任意のω∈畠y・に対して、ω(e,1,Ct2'・…'Ctん)=b.1ゎづた∈Rとお
く。このとき、任意の
A・
一次微分形式のときと同様に、曲面S上の各点Pにωp∈も■(s)をひ
とつずつ対応させたものを考える。
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にた次テンソル場 とよぶ。
(1/:・1,r2)をP 含むSの座標近傍 とする。
このとき (d■1)P,(απ2)p∈
写0は(:≒うρ,(金)p∈・0に対する期瓢なので、縦
2.2.3より{(dr,1)P。(dχゎ)p●'…。(d"oた)p}こ112rれ¨た=1,2は畠写(S)の基底
である。したがつて、7上の各点Pに対応する場(S)上のた次共変テン
ソルωpは
とおく。ただし、ア11,24はソ Lの関数である。このとき、S上のた次共
変テンソル場ωが p。でC∞級であるとは次をみたす
ことをいう。
ソ上の関数 .チ1lヵながpOでθ∞級関数である。
任意の点P∈Sでωがθ∞級であるとき、S上の た次共変テ
ンソル場ω
はこ」∞級であるという。
定義2.2.5では、S上の た次共変テンソル場ωがPOで0∞級である
か
どうかは座標近傍のとり方に依存する。しかし、補題 2.1.9や命
題 2.1.10
と同様に計算すれば、ωがPOでθ
∞級であるかどうかは座標近傍のとり
方に依存 しないことがわかる。
ωp=  Σ  」11ち…Ⅲ(2)(d・,1)p∞(α・ を2)p∞・…い(α・ づた)p(ノ11ゎ…ttは
y上の関数)
11,12, ,2A=1,2
と表すことができる。これを用いて た次共変テンソ
ル場の微分可能性を
定義する。
定義 2.2.5Sを曲面とし、ωをS上の た次共変テンソル場 とする。
S上
の点P。に対 して、(y;・1,・2)をP。を含むSの座標近傍
とする。S上のた
次共変テンソル場ωをyに制限したものをω
′として、
″=tl.≧
=り
れ脚れ脚仇｀針“→pざ
第2章 微分形式と外微分
2。3 リーマン計量
本節では、曲面Sにリーマン計量を定義する。
概念を与えるものとなる。
これはS上の “長さ"の
定義2.3.lSを曲面とする。S上のθ∞級2次共変テンソル場ω={ωρ}ρ∈s
がリーマン計量であるとは、各点PcSでωPが次をみたすことをいう。
(i)(対称性)任意のυl,υ2∈TP(S)に対 してωP(υll υ2)=ωP(υ2,υl)
(五)(正定値)任意の0でないυ∈5(S)に対してωP(υ,υ)>0
υをS上のリーマン計量とする。このとき、Sの座標近傍 (1′;Tl J2)L
でωを局所座標を用いて表すことを考える。命題2.2.3より、y上の関数
∴グを用いてω= Σ ■ブdrt O dZグと表すことができる。このとき、定義
t,′=1,2
23.1(1)の対称性を利用すると、
A2=ω(岳,発)
=ω(光,舟)
=.ん1
となり、次の命題が示された。
命題 2.3,2Sを曲面とし、(ム・ 1:π2)をSの座標近傍とする。このとき、
レ′上のリーマン計量ωはア 11の関数 `l,b,cを用
いて次の式で表される。
ω=αご■lx″■｀1+♭αχ2●(f■2+ε(α■1●∂χ2+ど■2●(fTl)
リーマン計量の具体例を次に挙げる。
例 2.3。3R3内の曲面Sを考え、PをS上の点とする。(包,υ)∈Ъ(S)×
TP6)に対してR3におけるιけ)とι(υ)の内積 ιc)・ι(υ)を対応させる写
像をクP:Ъ(,S)×場(S)→Rとする。(ιについては定義1.4.12を参照さ
れたい。)このとき、g={gp}p∈sはリー マン計量である。このリー マン
計量gをR3からの誘導計量とよぶ。
証明 次の4つのことを示せばよい。
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(1)gpは多重線型写像であること
鶴1・包2ヽυlυ2∈TP(S),αl α2∈Rとすると、ιは線型写像なので
gP(αlし1+α2包2,υ)=αlgP(し1,υ)+α2gp(し2,υ)
yp(し,(ιlυl+α2υ2)=αlgp(し,υl)十こ2ダp(し,υ2)
は容易に確かめられる。 したがつて、gPは多重線型写像である。
(ii)gP(し,υ)=gp(υ:し)であること
gP(包,υ)=ι(a)・ι(υ)=ι(υ)・ι(し)=%(υ,し)は成 り立つ。
(i五)oでない任意のυ∈場(S)に対して%(υ,υ)>0であること
υ∈Ъ(S)が0でないとする。このとき、写像ιは命題1.4.13(li)より
単射であるので′(υ)キ0である。したがつて、gP(υ.υ)=ι(υ).ι(υ)>
oとなる。
(iV)gがσ∞級であること
このことは、次の補題 2.3.4からわかる。
(1)～(市)より、R3からの誘導計量θはリーマン計量となる。     □
補題 2.3.4SをR3内での曲面とする。(ソ;マι.″)をSの座標近傍 として、
SのR3内での座標を (χ(lι、マ'),ゝ
′
(‖.11).Z(71、7'))(X・li Zは1′
′11の(lχ
級関数)とする。このとき、S上におけるR3からの誘導計量″は局所座
標を用いて次のように表わされる。
g= ((併)2+ (併)2+ (1等争)2)αu●α包
+((#)2+(併)2+(r)2)ぁ.瀞
+(1鮒11メ争+併併+係r)ぃγ6い十瀞ヽ山)
証明 Pをソ 11の点とする。命題2.3.2より、PでのR3からの誘導計量クp
は7上の関数ノi、ん。ノbを用いて次のように表される。(ただし、ノ1,ノち,ノt
の微分可能性は不明である。)
″p=ノl(p)(ぬ)p区(どa)2+ん(p)(ごυ)PC(ごt')p
+ノi3(2)((ご21)P●(αυ)P十(d2ノ)PX(ごυ)2)
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Aい)=クP((券)P,(務)p)
=ι
((11))p)・
ι
((1′♭)P)
=(併。)2+(併0)2+(係。)2
=((併)2+(併)2+(係)2)。
ん0=((等)2+(併)2+(γ)2)。
ム0=(併耕+併併+係f)0
となり、主張は示された。                    □
2.4 高次微分形式
2.1節では曲面 S」■の1次微分形式を定義した。本節ではS上の2次以
上の微分形式について考え、1次微分形式どうしの演算として外積を定義
する。まずは、固定 した 1つのベクトル空間y上の交代形式について述
べる。
定義 2.4。17をR上のソ/ι次元ベクトル空間とする。ソ上のた次形式ωが
交代 た次形式であるとは、次をみたすことをいう。
任意のυl,υ2・…・ υヽん∈yと任意の置換 σ∈Sたに対 して、
ω(υσ(1)υσ(2)1・…・υσ(た))=Sgn(σ)ω υl,υ2 ・…・υ■)
となる。
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ωが交代 た次形式であるとき、σ∈品 として特にをとプの互換 (j,プ)を
とれば、
ω(υl,・… :υJ,・… ,υ。,・ … ,υた)=~ω(υl,・… ,υら・… ,υ′,・ … ,υん)
である。 したがつて、υj=υ,ならば
ω(υl,…・,υ卜…。,υ,,…・,υた)=0       (2.3)
となる。
y上の交代 ん次形式全体のなす集合を人1/*と表す。∧1/*はソ上のた次
形式全体のなすベクトル空間o1/*の部分ベクトル空間である。実際、次
の3つのことを容易に示すことができる。
●●1/*の単位元0に対して、0∈∧y*でぁること
・ 任意のω,η∈∧
y*に対 して、ω tt η∈∧y*でぁること
・ 任意のω∈∧1/*と任意の た∈Rに対 して、たω∈∧y*でぁること
続いて、711の交代た次形式の例を挙げる。
例 2.4。2 ηl.7,2・・…・ηんをし′上の1次形式とする。このとき、次の式で定
義される写像ηl∧η2∧… ∧ηた:ソ×ソ×―・×y→Rは交代た次形式で
た
ある1.
ηl∧η2∧…・∧ηん(υl,υ2,・… υヽた)=
ηl(υl) 771(υ2) ~・ ηl(υた)
η2(υl) η2(υ2) …・ η2(υた)
7′た(υl) 7′た(υ2) …・ ′た(υた)
証明 次の2つのこと示せばよい。
1ここでの∧は、た=2の場合を除くと2項演算ではない。すなわち、ス.個の
式から1個のた次形式を構成するた項演算として定義されている。
次 形
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(1)ηl∧η2∧…・∧
υJ=α
“
+bυ
ηたは多重線型写像であること
(2,υ∈ソ
Ⅲ、α,b∈鴎 とすると、行列式の性質より
となるので、771∧η2∧…・∧ηたは多重線型写像である。
(ii)任意の置換σ∈Sたに対して、771∧772∧
・…∧ηた(υσ(1),υσ(2),・… ,υσ(ん))=
sgll(σ)771∧772∧・…∧77ん(υl,υ2,…
°,υた)であること
置換 σ∈Sたが771個の互換の積で表せるとすると、sgn(σ)=(-1)"
である。行列式は行列を構成する列ベクトルのうち2つを入れ替え
ることで符号・が入れ替わるので、次の式の (2.4)の列を ?γし回入
れ替
えることによつて、
(2.4)
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= Sgn(σ)
ηl(υl) ηl(υ2) …・  ηl(υた)
η2(υl) η2(υ2) …・ η2(υた)
ηた(υl) ηん(υ2) …・ ηた(υた)
= Sgn(σ)ηl∧η2∧…・∧ηた(υl,υ2,…・,υた)
となり、主張は示された。
□
交代た次形式ηl∧η2∧…・∧ηたの性質を述べておく。任意の置換σ∈■ と
任意のυl,υ2・・… υヽた∈ソに対して、ησ(1)∧ησo)∧・…∧ησ(■)(υl,υ2,・… ,υた)
を行列式で表すとき、行の入れ替えを行い例 2.4.2(ii)と同様に計算する
と、次の命題を得る。
命題 2,4,3任意の置換 σ∈Sたに対して、
ησ(1)∧77σ(2)∧…・∧ησ(た)=Sgn(σ)ηl∧η2∧…・∧ηた
である。
このことから、次のことは容易にわかる。
系2.4。4771∧η2∧…・∧ηん∈人y*に対して、ηだ=η,となる,,プがあれば
ηl∧?′2∧・…∧りた=0である。
次に、ベクトル空間 ∧y*の基底について調べる。③y*のときと同じよ
うに∧7*の基底はyの基底から構成することができる。
命題 2.4.5ん≦″ι(た,″ι∈mとする。el,c2,~・lemをアの基底とし、
その双対基底をωl、ω2,…・・ωm∈y*とする。このとき、
{ω,1∧ω,2∧…・∧ωれ}。1<j2<<2た
は∧1/*の基底である。
証明 次の2つのことを示せばよい。
70
?
、
‐
?
?
?
?
?
?
?
、
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?‐????、?
?
?
?
??。?
?????、
?
???????
?
?
?『
，???????
【??
?
?
?
?
?
?
?，
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
となる。ここで、bブち=喝ブ(υ′)であり、js=tιならば
ω
(・
・・,Cts,・… ,CJ′,・…)=0
であるので、
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となり、ω= Σ  ω(e,1,Ct2'・… 'C。た)ωtl∧…・∧喝たとなるので、
'1<j2< <2A
{ωol∧ω,2∧・…∧ωれ},1<づ2<…<ちは人y*を生成する。
□
ん≦dimy=7ηのとき、命題2.4.5からベクトル空間人1/*の次元はれCた
であることがわかる。
ここで、ベクトル空間yとして特に曲面Sの接ベクトル空間場(S)を
扱うことにする。
定義2.4。6Sを曲面とし、PをS上の点とする。S上のテンソル場ω=
{ωp}pcsがた次交代テンソル場であるとは、S上の各点Pにおいてωpが
ら(S)上の交代た次形式になっていることである。た次交代テンソル場の
ことを、た次微分形式ともいう。S上のた次微分形式全体を「
ん(S)で表す
こととする。ただし、「
°(S)はS上の0∞級関数全体である。
接ベクトル空間Ъ(S)が2次元ベクトル空間であることを考慮すると、
実はS上の3次以 Lの微分形式ωは自明なものに限られる。
命題 2.4,7Sを曲面とする。たが3以上の自然数であるとき、S上のた次
微分形式は0しかない。
証明 S上の各点Pに対応する交代ん次形式ωpが0であることを示せば
よい。
(1/i・1,J2)をP 含むSの座標近傍とする。任意の元 (υl,…・、υた)∈
に対 して
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となり、S上の各点Pでωp=0となる。 Ll
ま (許)2・(洗)pは
TPISlの基底
稚 4:[[1:f駆はその双対基底となるので、命題 2.`
形式の局所的な表示をまとめると次のようになる。
(i)s上の1次微分形式はαd■1+bα■2(α,bはSLの関数)と表せる。
(五)s上の2次微分形式は cα2.1∧ご■2(CはS上の関数)と表せる。
(lii)S上の3次以上の微分形式は0しかない。
ここでS上のた次微分形式ωとι次微分形式ηから、ん十1次微分形式
を定める外積とよばれる2項演算ω∧ηを定義したい。まず、ωまたはη
が0次微分形式、つまリー方が関数の場合は、関数の値との積を各点で
とったものをω∧′と定める。次にんとιが1次以上の微分形式のときを
考えるが、この場合はS上の3次以上の微分形式が0しかないことを考
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慮すればS上の 1次微分形式についての演算のみを考えるだけで十分で
あり、実際にそれは例 2.4.2で与えられている
2。 例 2.4.2の定義式を2つ
の1次形式の場合に限って書き表すと次のようになる。
Sを曲面とし、PをS上の点とする。このとき、任意のωP,レ∈
写(s)と任意のしP,υP∈Ъ(S)に対して、
%“メぃり=陸昭猪日=%り嶽り刊メ哺はり
である。
これを用いれば、次の命題が成 り立つことは容易に示される。
命題 2.4.8Sを曲面とする。ωl,ω2,ω3をS上の1次微分形式とし、∫,θ
をS上の関数とする。このとき、次の4つのことが成り立つ。
(1)(∫ωl+gω2)∧ω3=∫ωl∧ω3+gω2∧ω3
(ii)ω3∧げωl+クω2)=ω3∧∫ωl+ω3∧gω2
(iii)(∫ωl)∧ω2=ωl∧(∫ω2)=∫(ωl∧ω2)
(iV)ωl∧ω2=~ω2∧ωl
命題2.4.8は演算∧の性質を表している。(1)～(五i)より分配法則は成り
立つが、(iV)より交換法則は成り立たず、特に同じ1次微分形式どうしで
はωl∧ωl=0という結果を得る。これらの性質を用いて次の命題を証明
する。
命題 2.4.9Sを曲面とし、(ソ:71,T2)をSの座標近傍とする。S上の一
次微分形式ω,ηを局所座標を用いて
ω=αlαχl+α2α■2 η=blご■1+b2d″2
2_般に、ω∈人y*,η∈∧y*に対する2項演算としての外積 △ は
ω△ηい,―した■)二奇σュ′釧σ》い'…ⅢしたDした……、した■)
で定義されており、ω△77∈状り
率でぁることが知られている。本来ならば△のみたす
性質を調べるところであるが、△が結合法則をみたすことの証明は容易でない。ここで
は△ について言及しない。しかしながら本論文で扱う微分形式は曲面上のものである
ので、た=l=1という特別な場合のみを考えればよいのである。
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とおく。ただし、αl:α2,bl,b2は1/上の関数である。このとき、
ω∧η=(01わ2~わlα2)α″1∧αγ2
となる。
証明 dπl∧α■1=α砲 ∧α■2=0,α″2∧あ1=~α■1∧ご■2であることに
注意すると、
ω∧77=(αlどrl+α2d■.2)∧(bldχl+b2απ2)
=αlわ1″η ∧r77.1+αlわ2″71∧ごT2+r72わ1ごT2∧″Tl+α2わ2″T2∧″T2
=(alb2~bla2)drl∧dr2
となる。                            □
S上の2次微分形式 cα″1∧d■2がθ∞級であるとは、cご■1∧(ι■.2が2次
共変テンソル場としてθ∞級であることをいう。すなわち、c∂■.1∧α■2が
θ∞級であるとは任意の点P∈Sでcがσ∞級関数であることをいい、こ
れが局所座標のとり方によらないことは2.2節ですでに述べたが、ここで
は具体的な変換規則を調べるために次の命題を述べておく。
命題 2.4。10Sを曲面とする。(υ;■1,"2),(y;νl,ν2)をSの座標近傍とし、
υ∩yキ0とする。υ∩y上の 0∞級2次微分形式ωをそれぞれの局所
座標を用いてω=∫どrl∧dr2=gごνl∧αν2(∫,gはじ∩1/′ Lの関数)と
表すとき、関数 .ノ.クの間には次の関係が成 り立つ。
∫=(併劣―劣解)ダ
=冊 g
証明 命題 1.3.7より関数νl(■1、 .r2)・ツ2(■・1,・・2)はθ∞級であるので、命題
2.1.12より次の式が得 られる。
α仇=勢αけ勢d均
ごν2=τ藩丁αrl+巧扇丁d・2
したがって、命題24.9から
″仇∧d∽=(券劣―劣券)と1∧れ
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となり、
ω=ノνl∧ごy2
=g(讐劣―劣券)αa∧α均
となるので、∫=(器劣―警解),となる。
2。5 外微分
伊121.5では曲面上の関数 .≠
.に対して1次微分形式げ を考えたが、これ
は,fの全微分ともよばれるものであった。関数から1次微分形式への対
応を拡張したものとして、本節では外微分を定義する。2.4節でまとめた
ように、曲面S上では実質的に2次以下の微分形式しかない。したがっ
てその範囲で次のように外微分を定める。
定義 2,5。lSを曲面とし、(ソ;・1.r2)をSの座標近傍とする。SLのス次
微分形式 (た=0.1,2)をそれぞれωO∈「
0(S),ωl∈Fl(S),ω2∈F2(s)と
して局所座標を用いてそれぞれ次のように表す。
ω。はS上の関数である。
ωl=ノ.lα■1+ノbdr2(ノ1,ノちはy上の関数)
ω2=gαrl∧ご∬2(gはy上の関数)
このとき、ωたの外微分ごωたとは次の式で表されるた+1次微分形式のこ
とである。
αωO={(ごωo)p}p∈S
″ωl=dノ1∧ご:rl十げ2∧dr2
どω2=ごg∧(ごχl∧ぬ2)
外微分ごωOは例 2.1.5で定義したものと同一であり、命題 2.1.12で示し
たよう|こ局所座標を用い¬[表すとdωO=i荒十山1+1尭号山2となる。 ま
た、ごω2の定義をみるとαω2∈「
3(s)となることから、実は命題 2.4.7よ
り任意のω2∈「
2(s)に対 して dω2=0となる。したがって、ここで本質
的となるのは∂ωl∈「
2(s)でぁる。定義2.5.1では外微分 αωlを局所座標
76
□
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を用いて定義したが、外微分の結果が局所座標に依 らないことを次の命
題で示 しておく3。
命題 2.5。2(び;″1,・2),(y;νl,ν2)を曲面Sの座標近傍 とし、υ∩1/キのと
する。ωをS_Lの1次微分形式として、び∩y上のθ∞級関数 チi、 .ん,91,92
を用いて
ω=Aどχl+んαI.2=glαν +g2の
で表されているとする。このとき、
げ1∧α"1+げ2∧α″2=dgl∧dνl+ごg2∧ごν2
となる。
証明 命題 2.1.1()より
A=虫弁+"警
ん=Й劣十の1揚:
であるので、
勢=幾:等十+"洗(弁)十劣t:争+の電早丁(讐)
許=絆劣+力会(劣)+警劣十の岳(劣)
3_般に、高次元の曲面(多様体)においてもた次微分形式ω= Σ ■l Ⅲdr,1∧
:lく く
'■…∧dωなの外微分(ιω= Σ 弔1れ∧d■1∧…∧d“れは局所座標のとり方によら,1< くt″
ない。これを直接言1算して示すことは難しいが、あ の局所座標に依らない性質を用い
ることで比較的容易に示すことができる。詳しくは 111(p291、定理202)を参照され
たい。
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となる。したがつて、
∂ん  ∂ノ1
∂■1   ∂:」2
=器劣十券%一勢器―劣券
=(舒1等十十場(¥争)1単サ十(券{単十十劣:単争)t常:
―(舒劣+場劣)券―(舒警+劣劣)警
_塑三型上三量2_塑三型上三型2+場
1:サ1:争
―場 (:十%~∂υl ∂χl ∂■2   ∂νl ∂■2 ∂χl
=(券―場)(讐劣―劣警)
となる。よつて、命題2.4.9を用いると
げ1∧ごτl+げち∧と2                   (2.5)
=(券″け勢αQ)∧ごけ(許dけ券ご砲)∧α砲
=(1¥|一:¥:)れA山2       90
=(1等十一勢)({:十f単:一{等;{等争)漁1∧と2
= (1:;争一勢)ご仇∧αν2
= (1:;卜ごνl―十:;夕,αν2) ∧ανl―十 (1:;争ανl―+1)夕lαν2) ∧αν2
=′gl∧ごυl+αg2∧dν2
となり、主張は示された。                    □
次の定理は外微分の簡単な性質を述べたものである。
定理 2.5。3Sを曲面とする。このとき、
(i)S上の関数ムダについてα(ノ
・十ク)=″・十αクとなる。
(ii)SLの1次微分形式η,77′についてご(η+η′)=′η tt dη
′となる。
(iii)S上の2次微分形式ω,ω′についてご(ω tt ω
′)=dω+αω′となる。
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証明  (i)命題 2.1.12より容易に示される。
(h)定義 2.5.1と(i)より容易に示される。
(iii)dい十げ)=∂ω=αω′=0より自明である。
□
次の系2.5.4は、命題 2.5.2の証明の (2.5)から(2.6)への変形ですでに
示されている。
系 2.5。4Sを曲面 とし、(y;"1,・2)をSの座標近傍 とする。S上の 1次
微分形式ωを局所座標を用いてω=∫lαrl+んdπ2(∫1,んはy上の関数
)とおく。このとき、α切=(券一勢)山1∧れとなる。
特に、1次微分形式ωが7上のσ∞級関数∫を用いてω=げと表され
る場合、次の系を得る。
系 2.5.5(yl.1.・2)を曲面Sの座標近傍とする。このとき、7_ヒの任意
の0∞級関数∫に対してご(4・)=0となる。
言正明 命題2.1.12より、 ど=併 dχl+券d・2である。 したがって、 系
2■はついて特にムとして併でありんとして発とすれば、くの=
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(轟(劣)洗(券))占1∧れ=0を得る。
2.1節の最後で触れたように、ほとんどのυ∈「
1(S)はイ の形で表せ
ないことが系2.5.4よりわかる。なぜならば、υ=∫ld■1+んαπ2がげの
形で表せるためには関数」1,ノちが
'≒
一
勢 =0をみたす
ことが必要で
あるが、一般にこの条件は満たされないからである。
次の命題で示す外積と外微分の関係は、この命題は積の微分公式の拡
張といえるものである。
命題 2.5。6Sを曲面とすると、ω∈「 た(S),η∈FJ(S)(た,ι =0、1,2)は次
の式をみたす。
d(ω∧7)=(dω)∧7′十(-1)たω∧(d7ノ)
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証明 (1)～(市)に場合分けをして考える。
(i)ω,ηのうち少なくとも一方が2次微分形式のとき、α(ω∧7′),(αω)∧
η,ω∧(α7′)は全て3次以上の微分形式となり0となるので、α(ω∧η)=
(αω)∧7ノ+(~1)たω∧(α7)となる。
(五)ω,η∈「
1(S)のときも、両辺が3次微分形式となるので自明である。
(lil)ω∈「
0(S),,7∈Fl(S)のとき、77=glda+g2dr2とおくとヽ
(dω)∧η+ω∧αη
=(券れ+帰″砲
)∧・」けの向
+ω
 (1:子争-1)夕r)ど・1∧どχ2
=(一モをなgl・tじ争の十警ω一勢ω)れ∧均
= (茎t:12-響)arl∧″T2
=:|:駄1;1+ω
g2απ2)
となる。
(iV)ω∈「
1(5),′ノ∈FO(S)のとき、ω=ノ1″Tl+f2″・r2とおくとヽ
(dω)∧η―ω∧αη
=け'1∧ごZl+げち∧ごχ2)∧η~(ノiαχl+んαι2)∧αη
=(tyl一t¥:)りれ∧dけ鮎れ+んめ∧(1き争れ+発ぬセ)
=(1¥lη―{¥:η十ん」弾十一Aモみサ)れ∧れ
= (」::11-響)d・1∧απ2
=″(∫lηd・1+んηdπ2)
=″(ω∧
'7)
となる。
(1)～(市)より、主張は示された。 □
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2。6 曲線上の微分形式と曲面上の微分形式
次の章では、曲線上の積分や曲面上の積分、そしてそれらの関係を考
えることになる。 したがって、本節ではそのための準備 として、曲面上
の微分形式とその曲面内にある曲線上の微分形式の関係についてまとめ
ておきたい。
Sを曲面とし、0をS内の曲線とする。S上のた次微分形式はSの各点
PにTP(S)上の交代 た次形式を対応させたものであり、θ上のた次微分形
式はθの各点Pにし(θ)Lの交代 次々形式を対応させたものである。し
たがって、S11と(γ_Lの微分形式の関係を論じるためには、接ベクトル
平面L(S)と接ベクトル直線Ъ(θ)の関係を考える必要がある。
一方、■(S)はS上の関数の方向微分全体でありし(θ)はθ上の関数
の方向微分全体であるので、まずはS上の関数とθ上の関数の関係から
調べることにする。本節では残り全体を通じて、曲面S、 S上の曲線θお
よびθ 11の点Pの記号を用いる。またθからSへの包含写像をグ:θ→S
と表す。
定義 2.6。1ノ・をS上の関数とする。このとき、合成写像ノ・o,:6`→Rを
ノ
.のσへの制限といい、ノノで表すことにする。∫からダ∫への対応はS
上の関数に対してθ上の関数を対応させており、j:σ→ Sの写像の向
きとは逆の対応となっていることに注意されたい。
命題 2.6。2実数θ.わとS上の関数ノ,θに対して、写像ダ:{S上の関数}→
{θ llの関数}は次の式をみたす。
r(α∫+bg)=αだ∫十b'*ク
証明 任意の点P∈θに対して、
('*(`ι∫十bg))(P)=((α∫+bθ)Oj)(2)
(α′+わ9)('(P))
(1∫(J(P))+bg('(p))
aダ.バP)+♭ダg(P)
(aダ∫+bノク)(p)
となり、主張は示された。                    □
定義 2.6。3 υPをPにおけるσの接ベクトルとする。このとき、S上の関
数ノに実数υP(グリ)を対応させる写像をJ*υPと表すことにする。
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命題 2.6.4 υPをPにおけるCの接ベク トルとする。写像 j*υpはS上の
方向微分である。
証明 写像 J*υρが、方向微分の定義 1.4.3の(i)～(ili)をみたすことを示
せばよい。S内の点Pの近傍で定義されたσ∞級関数をそれぞれ∫,9と
し、α,bを実数とする。
(i)∫,gがPのある近傍 y″⊂sで一致すると仮定する。このとき命題
2.6.2より
たυp(.ノ)―たυρ(9)=υP(グ
*.ノ
)一υP(ダ9)
=υP(ダ∫―ダg)
=υP(グ(∫―g))
=υP(ダ0)
=υP(0)
=0
となる。
(五)命題26.2より
たυρ(aノ+bθ)=υP(グ(α∫十bg))
=υP(αダ∫+bダg)
=aOP(ダ∫)十bυP(ダク)
=α,*υP(,ノ)十ら
'*υ
p(9)
となる。
(1五)任意の点P∈σに対して、
(ノ(∫g))(p)=(ノ
・g) '(2))
=ノ('(P))″('(P))
=jtty・(p)ダθ(P)
=((ダ∫)(ダg))(p)
となるので、
'*υ
P(y.θ)=υp(ダ(∫g))
=υP((ダ∫)(ダg))
='*∫(P)υP(ダθ)十を
*g(P)υ
P(グ./)
=ノ(P)'*υP(9)十,(2)'*υP(′)
となる。
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したがって、(i)～(lii)よりj*υPはS上の方向微分であることが示された。
□
写像 :*は次の性質をもつ。
命題2.6.5写像を*:ち(θ)→TP(S)は線型写像である。
証明 θ,bを実数とし、しP,υPをPにおけるθ上の接ベクトルとする。こ
のときS上の任意の関数∫に対して、
'*(aし
ρ tt bυP)(∫)=(αしρ tt bυP)(ダ∫)
αしP(ダ∫)十bυP(ダ∫)
αj*up(∫)+bj*υP(∫)
(a'*鶴p十わ
'*υ
p)(.ノ)
となるので、主張は示された。                  □
,*はTP(θ)からし(S)への写像であり、だとは逆に今度は写像,:σ→ S
と同じ向きの対応となっている。Sやθ上の接ベクトルを局所座標を用
いて表すと、,*は次のようになる。
命題2.6.6Pを含むθ,Sの座標近傍をそれぞれ(」;■)、 (ソ;υ,υ)とし、P
のノに関する座標を■0とする。このとき、(#)p∈Ъ(のに対して、
た(づ争)ρ=1サm(者論)p+#け0)(務)Pとなる4。
証明 た(ザ「)p=α(■)p+ι(fl)pとおく。ただし、α,b∈Rであ
4曲面 卜の接ベク トルは(会)p・(■)PなどのM分 を用いて表されるが、直線や
曲線上の接ベク トルは座標の変数が 1つしかないために(#)ρなどの常微分を用いて
表される。
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る。このとき、
α= (α
(豆′})p―卜b(1;})P)(し)
=た(#)pけ)
=(#)P(ダ0
=(#)p lal→)
=#し0)
となる。同様にb=(α(奇)p tt b(券)ρ)0を計算すれば、わ=#。恥)
を得る。                         □
定義 2.6,7 ωPをPにおけるS上の余接ベクトルとする。このとき、Pに
おけるθ Lの接ベクトルυpに実数ωρ(じ*υp)を対応させる写像をがωpと
表すことにする。
定義2.6.7で定めた j*はS上の関数 ノにθ Lの関数 ノチ・を対応させる
写像 り・ と同じ記号であるが、対応させる対象が異なっていることに注意
されたい。
命題 2.6。8 ωPをpにおけるS上の余接ベクトルとすると、,*ωpはPに
おけるθ上の余接ベクトルである。
証明 写像 だωp:TP(θ)→Rが線型写像であることを示せばよい。
a,わを実数とし、しP,υP∈場(θ)とする。このとき命題265を用い
ると、
だωp(αttp+みυp)=ωP('*(αしP十わυP))
=ωP(at*鶴p+bj*υp)
=αωp(t*鶴p)十bωP(を*υ2)
=aダωP(しρ)+bダωP(υp)
とな り、主張は示 された。                     □
命題2.6。9写像′*:77(S)→7葛C)は線型写像である。
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証明 α,bを実数 とし、ωP,ηPをPにおけるS上の余接ベク トル とする。
このとき、Pにおけるθ上の任意の接ベク トル υρに対 して、
グ(αωp+bηρ)(υp)=(αωp tt b77p)(づ*υ )
=αωρ(j*υρ)十brIP(t*υp)
=θ′ダωP(υp)+わダηP(υp)
=(αダωP tt bダηp)(υp)
とな り、主張は示 された。                    □
このダ:η(S)→写 (θ)もまた,:0→Sとは逆向きの対応 となって
いる。なお、Sやθ上の余接ベク トルを局所座標を用いて表すと、j*は
次のようになる。
命題 2.6。10pを含むθ,Sの座標近傍をそれぞれ (ノ;J)、(y;?l口,)とし、P
のfに関する座標を rOとする。このとき、α(ご?1)p+わ(イ:')p∈7)(S)に対
してダば α→ρ+∝α→∂ =(α場静しめ+b場渉し0うげら となる。
定義 2.6。1l S Lの1次微分形式ωに対して、θ上の1次微分形式ダωを
次のように定める。
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9∈SにおけるS上の余接ベクトルω9を用いてω={ω9}9∈s
とおくとき、σ上の1次微分形式ダωをグω=(を*ω9}9∈οと
する。
命題 2.6.10より、S上の1次微分形式ωがθ∞級であるとき、θ上の 1
次微分形式 j*ωも0∞級となる。S上の1次微分形式ωを0上の1次微
分形式ダωに対応させる写像 ダは次の性質を持つ。
命題 2.6。12S上の関数 .f,9とS上の 1次微分形式ω:ηに対 して、グは
次の式をみたす。
'*(ノ
ω+9η)=(ダ√)(ダω)十(ダ9)(ダη)
証明 Pをσ上の各点とする。このとき、Pにおけるθ Lの任意のベク
トルυ2に対 して、
ダ(ノ
.(P)ω
P tt g(p)ηp)(υp)=(∫2)ωP+g(2)ηp)(j*υp)
=.ノ(P)ωP(グ*υP)+,(P)ηP('*υP)
=∫(づ(p))ダωρ(υp)+g(を(p))ダ77P(υp)
=((ダ∫(P))(ダωp)十(ダθ(P))(ダη2))(υp)
となり、主張は示された。                    □
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ス トー クスの定理 とは、境界のある曲面上での積分とその境界となる
曲線上での積分との関係を述べる定理である。本章では、ス トークスの
定理を示すことを目標とする。そのためにまずは、曲線や曲面上での積
分を定義する必要がある。しかしその際、曲線や曲面の向きが必要であつ
たり、曲線や曲面全体での積分を1つの関数積分にまとめられないなど
が、高等学校での関数積分と異なっている。そこで実際には、曲線の向
きや区間とよばれる曲線の部分集合上での積分を定め、局所的な積分の
和として曲線上の積分を定義する。その後に、曲線上での積分を拡張し
て曲面上での積分を定義していく。
3。1 曲線上での積分
本節では、空間内の曲線上で1次微分形式を積分することを定義した
い。直線は曲線の1つであるので、まずは直線上での1次微分形式の積分
を考える。
定義3,1.1直線ι={(r,0.0)∈R31r∈R}の座標近傍を(.アlν)とする。
このとき、Jに関する局所座標 ッが正の向きであるとは任意の ″∈Jに
おいて#>0であるこ
思の κ∈」において#
正の向きの局所座標を用いて、区間」⊂Rでの積分を次のように定義
する。
定義3.1。2直線ι={(r,0,0)∈R31r∈R}の区間をfとする。fを含
む んの座標近傍 (マア:り)をνが正の向きとなるようにとり、座標 νを用い
てノ={P∈ιlν≦ν(2)≦9}とする。また、L上の1次微分形式ωを、
とをいい、局所座標νが負の向きであるとは任
<0であることをいう。
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局所座標νを用いてω=g(ν)のと表すことにする。このとき、」におけ
るωの積分を次の式で定義する。
/ω=J19g(y)ごνρ
ここでは」におけるωの積分を局所座標を用いて定義したが、これが
局所座標のとり方によらないことを次の命題で示 しておこう。
命題 3.1.3直線L={(■,0,0)∈R31χ∈R}の区間/およびL上の1次
微分形式ωを考える。このとき、Jを含むLの座標近傍 (」;ν)をνが正の
向きとなるようにとり、座標 νを用いて
」={PCLlp≦υ(P)9}
ω=ダ(ダ)ごν
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となるので、置換積分より
θωO)#αZ
ん(Z)″Z
となり、主張は示された。                    □
定義3.1.2では、積分を定義する際に正の向きの局所座標に限定して
考えた。今、標準座標を用いると区間rは」=降,切、1次微分形式ωは
ω=y.0)とと表されるとしよう。 このとき、 高校で学ぶ積分,lbバ
r)α2
は標準座標を用いて/ω
を計算していると考えられる。また、高校で学ぶ写椅夕 層ξ∬菖編ξ菖ぱtf摯還よもぅなるか考える
維糀:L筋輩貿87麗ぎξ角よ零理iβttf[鷺暫ぶ
晨3見°と積。tr」71膵奪JttLttY〒電Z蜆境lF
r={P∈ιl―ι≦lt(P)≦―S}となり、ωをdを用いて表すと、
ω=ん(g)ag
=′ι(―a)ご(_‖)
=―ん(―υ)α包
となるので、積分の定義 3.1.2より、
―わ(―包)du
―ん(a#dg
ん(2)ごZ
ι
ん(aごz
標が正の向きか負の向きかによって
る。
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次に曲線上での積分を考える。曲線の中には、その全体にわたる1つ
の座標をとることができる曲線もある。直線はこれに属する。この場合、
直線のときと同様にその座標を1つ固定することによって曲線の向きを
定めることができる。しかし、そうでない曲線もある。つまり、その全体
にわたる座標をとることができない曲線である。円はこれに属する。こ
の場合は、前者のような曲線の向きの定め方はできないが、曲線上で座
標が増大する方向を決めることができればよいので、どちらの場合に対
しても曲線の向きを定められるように厳密には次のように定義する。
定義 3.1。4σを曲線とする。0の座標近傍 (υi r):(ylν)がび∩1/キ0と
する。このとき、(1/‐;r)と(1/1ν)が同じ向きであるとはび∩レ
′Lの各点
で#>oであることをヽヽう。また、(眈→ と(7;のが逆の向きであると
はυ∩y上の各点で
?
?<0であることをいう。
定義 3.1.5θを曲線とする。θが向きづけ可能であるとは、次の条件を
みたすことをいう。
θの座標近傍系{(磁マ:α°)}α∈′4をうまくとれば、これに属する
どの2つの座標近傍(akiノ),(%:″β)もそれが交わる限り同
じ向きとなる。
本論文では証明しないが、どのような曲線も向きづけは可能である。ま
た、上記のような座標近傍系をfの向きを定める座標近傍系といい、Jの
向きを定める座標近傍系が 1つ指定された曲線を向きづけられた曲線と
いう。向きづけられた曲線 θの座標近傍 (f;■)がθの向きと適合すると
は、σの向きを定める座標近傍系に属するどの座標近傍に対 しても (」:r)
はそれが交わる限 り同じ向きであることをいう。
定義 3.1.60をR3内の曲線とする。θの座標近傍 (J;ν)があつて実数
a,bを用いてf={p∈σlα≦ν(p)≦b}と表せるとき、/をθの区間と
いう。
向きづけられた曲線の区間上での積分を次のように定義する。
定義 3。1.7θ⊂R3を向きづけられた曲線とし、」をθの区間とする。J
を含む座標近傍 ((ノ:r)を■がθの向きと適合するようにとり、座標 ■を
用いて/={P∈θlα≦r(p)≦b}とおく。また、θ上の1次微分形式ω
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J={P∈θlα≦π(P)≦b}
={p∈01S≦ν(p)≦ι}
とおき、ωをθ上の関数∫、gを用いてω=∫(・)ごχ=g(ッ)ごυとおく。■か
らνへの座標変換を表す関数を■とする。このとき ,ノ [1の接ベクトル場
#を用いて、
ル)=げけ)d→(#)
=⑫Odの(#)
=ク
"け
))#
=g帥←⇒)#
となるので、置換積分より
.ル0ごν=.lbgωO)#αχ
?????
?
?
?〓
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となり、主張は示された。                    □
命題 3。1。90を向きづけられた曲線とする。Iをθの区間として、9∈」
とする。θの区間 」1,12を、次の式をみたすようにおく。
」1∪Jr2=J
fl∩/2={9}
ωをθ上の1次微分形式とする。このとき、次の式が成 り立つ。
証明 」を含む座標近傍 (J;π)を"がθの向きと適合するようにとり、座
標rを用いて」={pCClα≦r(P)≦b}とする。fl,ノ2をそれぞれ
Jl = {p∈」lα≦α(P)≦"(9)}
/2 = {p∈II"(9)≦″(p)≦b}
とおく。ωを座標zを用いてω=∫(■)α"とおく。
このとき、
/7al=
□となる。
ここまで直線 Lの積分と曲線上での積分を考えてきたが、命題 3.1.8と
命題 3,1.3が示すように、積分区間全体にわたる座標をとることができれ
ば区間上での積分は座標のとり方に依存 しない。つまり、積分の値を決
定する上で座標は直接的に関係なく、区間 (と1次微分形式)だけで積分
の値は決まるのである。 したがつて、もし積分する区間 」全体にわたる
座標をとることができないとしても、rを一続きの小区間 」1,・…,為に分
けムに座標をとることができれば、各小区間 ム上での積分を足し合わせ
ることで ノ上での積分を考えることができるのである。そこで、閉曲線
のようにその全体にわたる座標をとることができない場合にも、次のよ
うに積分を定義することができる。
/ω=/1 +/2
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図 3.1:
命題 3。1.1l Cを閉曲線とし、ωをθ上の1次微分形式とする。このとき、
(i)/1∪・…∪ム"=σ
(ii)ムとム+1は1つの端点のみを共有する。(グ =1、一・、mであり、fれ+1
はflを表す。)
(111)任意の自然数2≦々≦m-2に対して、ム∩ム+ん =0である。
('=1、…。,・)であり、m<,≦2mのとき、三グは 4グ “ーを表す。)
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例3.1。13R2={(r,ッ,0)IT,ν∈R}⊂R3内の閉曲線θを
{(・,υ,0)∈R31∬
2+ν2=1}
とおく。(0,-1,0)を除く0の部分をびとし、(0,1,0)を除く
yとする。φ:(0,2π)→υ, ψ:(0,27)→を
ψ(θ)=(Sin θ,一COS θ,0)
ψ(ι)=(―Sin t,COSt,0)
とすると、(υ.φ),(7ψ)はθの座標近傍となる。座標変換を表す写像は
ψ~10φ(θ)= {:11 11::::::|)
なので、どちらの場合でも任意の点P∈υ∩yにおいて
宇 0=1>0
となる。したがつて、にノ.φ)と(11●)は同じ向きであり、θの向きを座標近
傍系{(υ,0)・(lll')}で定めることにする。また、φ
l(2)をθ(P)、ψ l(P)をι(P)
と表す。
このとき、R2上の1次微分形式ωをθ∞級関数 ∫,θを用いて
95
θの部分を
とおいて、
・イ
ω
ω=ノ(・,ν)d″+g(″,ソ)αν
を計算することを考える。そのためにθの区間」1.J2を
{PCC
{P∈θ
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、命題 2.612と命題 2.6.10より、
となる。
ル
*ω
/1b十/2Ъ
.ルTの‐つ則十.4囲ぽのⅢり回
4号
ル(の,ν(の)《ナごθ十メ■0,νO)#∂θ
十二
7ル
(ι),ソ0)#洗十gしo,νO)1争洗
1等
(f〔r。,7。)COS θ+9け0,ズの)dnのイθ
+4丁回,0いう+"は0∈瑚′
icω
 =  l.≒
「
(―COS θ Cos θ―+sin θ sill θ)″θ
十勇
T回コ…司∈瑚蒲
= -2り
47coS2θ
ごθ
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となる。ここでムダに具体的な関数を与え、実際に積分の値を求めてみ
よう。
(i)ω=lyt′:[+、1ののとき、
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(il)ω=
となる。
(―Sin ι)(―Sin t)dt
き、χごyσ)と
・lω
???
?
?
?
?
?
3。2 曲面上での積分
本節では、曲線上での積分を拡張し曲面上での2次微分形式の積分の
定義を述べていきたい。直線上や曲線上での積分において向きが必要と
なったのと同様に、曲面上の積分でも向きの概念が必要となる。そこで
まずは、曲面の向きを定義する。
定義 3.2。lSを曲面とする。Sの座標近傍にア|■1,・2)、(ソ:″1、″2)がIノ∩
ソキ0とする。このとき、(υl・1,・2)と(7;ダ1,ソ2)が同じ向きであるとは
υ∩7上始点で:程十サ井>0であることわ。まないりと
(7;νl,ν2)が逆の向きであるとはυ∩y上の各点で1難無ザキ
<0である
ことをいう。
定義 3,2.2Sを曲面とする。Sが向きづけ可能であるとは、次の条件を
みたすことをいう。
Sの座標近傍系 {(〔ん;・1°,・2α)}α∈スをうまくとれば、これに
属するどの2つの座標近傍(硫;■lα,・2α),(鈴;・lβ,■2β)(ただ
し、ι「α∩ιrβキ0)も同じ向きとなる。
また、上記のような座標近傍系をSの向きを定める座標近傍系といい、
Sの向きを定める座標近傍系が1つ指定された曲面を向きづけられた曲
面という。向きづけられた曲面Sの座標近傍(y;鶴,υ)がSの向きと適合
するとは、Sの向きを定める座標近傍系に属するどの座標近傍に対して
も(yi tt,υ)はそれが交わる限り同じ向きであることをいう。
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球面S2は向きづけ可能な曲面であることを例 1.3.9の立体射影を利用
して確かめてみよう。例 1.3.9では、S2の局所座標 (υ,φl l).(レiφ2 1)を
次の式で与えた。
九
・
刺 =(満 ,論 ,協 )
ら れJ=(満 ,論 ,器 )
ところが、座標変換を表す写像φ20 φl~1のP∈φlc∩り でのヤコビ
アン(Jφ20 φl l)2は系1.3.10で求めたように
det(Jφ20 l l)=-1p
となり(υ,φl l)と(Z φ2~1)の向きが異なるので、{(び、φl l),(Z φ2~1)}
はs2の向きを定める座標近傍系にならない。そこで、(びis,オ)に対 して
sとιを入れ替えた新たな座標近傍 (υ;ι、S)を考える。このとき、(υ:r.5)
と(ソi tι,υ)の向きを調べると、
冊0到飢博:婁鋤
=判軋嘩日革鋤
=1焼|イ
や)     0・)
となり(υiι.S)と(1′:し,υ)は同じ向きの座標近傍になる。ゆえに、{(υ;ι.S).(1/1υ:υ)}
はs2の向きを定める座標近傍系になる。
(3.1)の計算を一般化すれば、容易に次の系が得 られる。
系 3。2。3Sを曲面とし、ciS,ι),α;u.r)をSの座標近傍 (ただし、び∩
I′ キ0)とする。このとき、任意の点P∈υ∩yに対 して、
器0-冊0
となる。
第3章 ス トー クスの定理
系 3.2.4Sを曲面とし、(υiS,ι)をSの座標近傍とする。このとき、座標
近傍 (び;s,ι)と(び;′、S)の向きは異なる。
証明 系3.23より、任意の点P∈びに対 して
帰0-帰0
1-1
となり、主張は示された。                    □
曲面の中には向きづけ可能でない曲面も存在する。例えば、メビウス
の帯などは向きづけ可能でない曲面である。
曲線上の積分でも、はじめに区間上の積分を定義してから閉曲線など
曲線全体での積分を考えた。曲面上の積分についても、まずは “区間"に
相当する小さな領域 1である長方形領域での積分から考える。
定義 3.2.5Sを曲面として、
Sの部分集合{P c Slωpキ
ωの台をstlpp(ω)で表す。
ωをS上の2次微分形式とする。ωの台とは
0}の閉包{P∈Sl ωpキ }゛のことであり2、
定義 3,2.6Sを曲面 として、(υ,φ)をSの座標近傍 とする。しアの部分
集合yが長方形領域であるとは、ある正の実数 α,わを用いて φ l(均=
(一α,α)×(一わ,わ)と表せることをいう。
定義3.2.6の長方形領域が、曲線でいうところの区間に相等する。ここ
で、曲線上の区間と曲面上の長方形領域の違いについて考えてみよう。閉
曲線は、端点のみを共有するいくつかの小区間に分けることができる。し
かし曲面は、その境界だけを共有する長方形領域に分けることができる
かどうか明らかではない。 したがって曲線上での積分と同じ方法で、す
なわち境界のみ共有する長方形領域に分けることによって曲面上での積
分を定義することは難 しい。そこで、互いに重なりあう長方形領域を用
いて大域的領域での積分を定義する方法を考えたい。
まずは、ωの台 supl)(ωが長方形領域 ソに含まれている場合に、積分
1実際には球面の例のように1つの近傍が曲面上の1点を除くすべての点の集合とな
る場合もあるので、以 ドの長方形領域は必ずしも距離的に小さい訳ではない。
2集合 こ´r⊂R3の開包フとは集合{p∈R3 任意の実数 γヽ>0に対してB(pi r)∩υキ0}
のことである。
兎
ωを次のように定義する。
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注意 注意すべき点が2つある。1つ目は、系 3.2.4で述べたように、
(υl χl、・ 2)と(υ:″2・■1)の向きは異なるので、Sの向きと適合する座標近傍
Ci■1,■2)において座標の成分″1,″2の順序は重要であり入れ替えてはい
けないことである。2つ目は、ωの局所座標表示ω=ノ(■1,・2)d■1∧αr2に
おいてα″1,α■2の1贋序はびの座標の順序に合わせなければならないことで
ある。仮にその1買序を入れ替えたとするならば、∫dr2∧αrl=―∫α″1∧′■2
となり積分Iω
の符号が変わってしまう。
次に、積分
.lω
が長方形領域のとり方に依らないことを示したいが、
[機雰纏ふ霞煽縫翼奮難倉簿新層享ξξ督』・i・l亀12L亀i秩含電瑾E
成り立つことを認めて議論を進めることにする。証明はいl(p371～p.384)
を参照されたい。
定理 3.2.8Eを(じ,t,)平面上の領域とし、Dを(t,ν)平面上の領域とす
る。Φ:E→Dを全単射かつθ∞級写像とし、
Φ(し,υ)=(φ(し,υ),ψ(Z,υ))
とおく。また、任意の点 (し,υ)∈Eにおいて
∂(φ,ψ)>0
とする。さらに、有限個の滑らかな曲線からなる境界をもつ (■、プ)平面上
の閉区域κ ⊂Dをとり、(′a,′υ)平面上の閉区域Φ~1(κ)を〃 とおく。こ
のときκにおいて連続な関数∫(■,ν)に対して次の式がなりたつ。
/ス回勤=/.んルほら口 器 翻υ
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命題 3.2,9Sを向きづけ可能な曲面とし、ωをS上の2次微分形式とす
る。ィ1/′をS上の長方形領域とし、supp(ω)⊂1/∩ア とする。7を含
む座標近傍 (υ;φ)とア を含む座標近傍(υ′;φ
′
)はSの向きと適合すると
し、(υ;φ),(1/r′;φ
′
)に関する局所座標をそれぞれ (πl,■2),(νl,ν2)とする。
φ
~1(y) =(―α,α)×(―b,b)
φ′1(y′)=(―α′,α′)×(一b′,b′)
とおき、S上のθ∞級関数∫,クを用いて
ω=∫(・1,・2)α■1∧α″2
=g(νl,ν2)ανl∧αν2
とおくと、
101
.だ。ノれ,χ2ン鉤d″2=.ん.んg麟,y2んごν2
である。
証明 supp(ω)⊂y∩y′より、y_1/′上とy′_y上でω=0である。ま
齢 題 滉 ‖ よ頃 れ J=ズ弧 鴫 琳 面 硼 柵 であ咲
に は じ の 用 開 きの醜 近傍なので:程1子キ
>0であ視 した
がって、定理3.28を用いると、
.バrL r2)αrldχ2
ノ
・
勇…均
れ司は2
/勇…門
Mha弧鴫硼霧 れと2
/・.ん¨ 門ズトJむめ
/',れm門血 』ぬ め +/勇咄 昨 り血 勁む 妨
/.|.≠
.1血繭れ
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となる。
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□
S上での積分についての簡単な性質を挙げる。
命題 3。2.10Sを向きづけられた曲面とし、ω,ηをS上の2次微分形式と
する。ω,ηに対・してS上の長方形領域yはsupp(ω)⊂yかつSupp(η)⊂1/
をみたすとする。このとき、次の式が成 り立つ。
Iω
ttη=兎ω十
二
η
証明 yを含む座標近傍 (υ,φ)はSの向きと適合するとし、(υ,φ)の局
所座標を(■1,■・2)とする。この座標に関して、
φ
~1(y)=(―α・α)×(一わ,わ)
ω=y.け1,・2)α″1∧虚2
77=g(■1ゴ2)ご■1∧αr2
(∫十g)dχl∧α・ 2なので、
=ノl五げ十分山lα■2
??
?
?
?
?
?
?
?
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?
????
= .lib  ll。∫α・ α″2
= Iω+ノ
:η
十二・ア1クdュ‐ldχ2
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となる。
定義 3.2.1l Sを曲面とする。Sの部分集合 υがSの開集合であるとは、
任意の点Pcびに対 して実数r>oが存在してB(P;r)∩s⊂びとなるこ
とをいう。また、{硫}α∈スがSの開被覆であるとは、{硫}α∈スがSの開
集合からなる族であってS=α冒4比となることをいう。
曲面Sの開集合 υは「R3の開集合」ではなく、異なる概念であること
に注意する。びは曲面の一部分でありβ(Pi7・)は球体のような3次元の広
がりをもつ集合なので、任意の実数γ>0に対して B(P17・)⊂υとならな
いからである。
次に、曲面がコンパク トであることの定義を述べる。
定義 3.2。12Sを曲面とする。Sがコンパクトであるとは、次の条件をみ
たすことをいう。
Sの開被覆{鴫}。∈スが任意に与えらえたとき、{礁}α∈スの中
から有限個の開集合 1/1,…。,鴫を取 り出してS=銑∪・…∪仇
とできる。
曲面がコンパクトであるということは、曲線に置き換えるならば閉曲
線であることに相等する。R3の部分集合 スがコンパク トであることと
4が有界閉集合であることは同値であることが知られている。詳 しくは
111(p・168)を参照されたい。
また、コンパク トな曲面に関する次の定理を認めた Lで本論を進めて
いくことにする。
定理 3.2.13(1の分割の定理)Sをコンパクトな曲面とし、{銑};=1をS
の有限な開被覆とする。このとき、sイ国のθ∞級関数二:S→R(t=
1.…・,s)が存在して次の (i)～(五i)がなりたつ。
(i)0≦九≦1(を=1,…・,s)
(li)Supp(Ji)⊂眈 (j=1,…・.s)
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(面)Σん≡1
,=1
(i)～(面)をみたす sイ国のθ∞級関数の集合 {ん}た1をSの開被覆 {仇}た1
に従属する1の分割 という。この定理 (1の分割の定理)は[11(p.186定
理 14.1 証明はp.189)と同様に示すことができる。
閉曲線上での積分は閉曲線を区間に分けて積分したように、コンパク
トな曲面での積分は曲面を長方形領域に分けて積分することを考える。S
を向きづけられたコンパクトな曲面とする。曲面の定義より、S上の各
点Pに対してPを含むSの座標近傍 (y′,φ)があるので、φl(P)=(0,0)
とおくと点Pを含む長方形領域ypはぁる。S=∪yPであるので、SのPCS
コンパクト性より有限個の長方形領域{z}た1でSを覆うことができる。
この長方形領域{И};=1を用いて、S上の積分を次のように定義する。
・ 長方形領域による有限被覆{11}た1
●{z}た1に従属する1の分割
に依存する形で定義されているが、実際には積分の値がこれらに依存 じ
ないことを次の命題で示す。
命題3.2.15Sを向きづけられたコンパクトな曲面とし、ωをS上の2次
微分形式とする。Sの長方形領域{z}担1はSを覆うとして、各長方形領
域スを含む座標近傍(4′,φt)はSの向きと適合するとする。長方形領域
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となり、主張は示された。                    □
曲面上での積分を定義することができたので、ここでは球面 Lでの積
分について具体的な計算例を挙げる。
例 3.2.16y={(″,υ.2)∈R31r2+νz2=1}とする。このとき、R3
の座標をS2に制限することで■.、プ,cはS2上の関数となる。したがって、
〃r、どり,(l_‐はS2上の 1次微分形式である。そこで、S2上の2次微分形式
ωをω=z`l■∧αりとおく。このとき、Jし2ωを求める。
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まずは、S2上の4つの長方形領域 1/1,め4,4を
106
1/1  =  { (:∬
ii:|:|||) 
∈R3(all υ )∈(―π+C,π― ()×
(υ2,υ2)∈(~26,26)×
(Z3,υ3)∈(~〔:C)×(
y2 = {(二:l::fi::::)∈IR3
1/t ={(√「二[覆瓦7)∈R3ア1 = {(_       )∈R3
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(υ4,υ4)∈(~(16)×
ち
図 3.2:
とおく。(図:3.2を参照)ただし〔は十分小さな正の実数である。この
とき1/1上では、
◇
4
dr∧ぬ=(券αけ券あ1)∧(券αZl・券あ1)
=(弁井―券井)れ∧昴h
=(一Sill υ l COS υl×(―Sin υl Sin υl)―(―COS ul si112,1)×COS:イlC()Sで'l)″?イl∧ζル
!|
=sin t,l costりldul∧(ιυl
第3章
となる。
となる。
ス トークスの定理
同様に
し上では、αχ∧αν=sin υ2 COS υ2αZ2∧αυ2
73上では、α"∧
αυ=dし3∧αυ3
4上では、d“∧″ν=―dl14∧″υ4
したがって、{z}担1に従属する1の分割を{ん}担1とすると、
プlω = 兎2∫lω+兎2んω十ノlんω十二2 Jkω
107
=41(点Adれ¨だ鶴)れ
+ノ:i:l(llcん
Sin2 υ COS υ2dυ2)だυ2
(3.2)
(3.3)
α2ノ4 (3.5)
十二ic(Il・ん
+.た
i(.えiJ4
法電  (3.4)
となる。またこのとき、命題3.2.15より右辺の4つの積分の和はcに依ら
ず一定であることに注意する。ここで、(3.2)、(3.3)、(3.4)、(3.5)の値を
それぞれ調べることにする。(3.2)、(3.3)、(3.4)、(3.5)のそれぞれの積分
の値をス.B.C,Dとおく。
(i)スについて、任意の (al:′υl)∈[―π,71×
である。また0≦J.1
sin2?,l coSth≧
であるので、
′4≦
2π sin22ノl COSl'ld2'1
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となる。一方、S2_ち_4_し上では.A=1となるので、
ス≧だ蔦こ(1ldn2aCOS■dη)あ1
→I](だdn2.cos υlαし1)αη←→の
47T
3
となる。したがって、6→0のとき、ス=争となる。
(h)Bについて、任意の(包2,υ2)∈P〔,2司×|―サ+(,サー6]に対して
sin2 7ゎCOSt'2≧0
である。また、ん≧0であるのでBは非負である。
一方、pF、2司×
|―サ +6,サーflでの んsin2?りcos υ2の最大値をAf
とすると、
となることがわかる。
ん2ωの値が6に依存しないことから、o～い)よりJb2 ω=争となる。
例3.2.16のように、曲面上の積分を、主要な長方形領域での積分と0に
収東する小さな長方形領域での積分と分けることは有用である。今後こ
の論法を適用できるときは、スに相当する主要な積分の部分以外を無視
できることを詳細を述べずに用いる。
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
（?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
―
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
↓
?
?
??
?
?
?
?
?
‐
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
ェ?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
．
?
?
?
〓
↓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?、
↓?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
）
?
?
?
?
?
?
?
?
第3章 ス トークスの定理
3e3  volume form
本節では、volume formとよばれる曲面S上の2次微分形式を考えるこ
とにする。実はvolume formは積分することで曲面の面積を与える2次
微分形式である。
定義 3。3.lSをR3内の曲面とし、P∈Sとする。S上のリー マン計量
gをR3からの誘導計量とする。PにおけるSの接ベクトルcT,cTが次の
(i)(五)をみたすとき、cT,cSをし(S)の正規直交基底という。
(i)g(eT,c7)=θ(CS,Cぢ=1
(ii)g(CT,Cぢ)=0
定義 3。3。2Sを曲面とし、υをSの開集合とする。このとき、υ上のベ
ク トル場
el = {eT}ρ∈υ,  C2=={C;}p∈υ
が υの正規直交標構であるとは、次をみたすことをいう。
任意の点P∈υでcT、egがら(s)の正規直交基底である
例 3.3.3Sを曲面とし、(υ;χ,ν)をSの座標近傍とする。このとき、任意
の点P∈υにおいて(■)P,(今)ρはし幅)の基底であるので、シュ
ミットの直交化法3によってcT,CSを
CT  =(1;〉)P
|′
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,CT) CT
Cg
とおくと、
Cl = {eT}p∈υ,  C2=={eg}p∈υ
31qp 122を参照されたい。
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はυの正規直交標構 となる。 したがって、Sの座標近傍には正規直交標
構が存在する。
向きづけられた曲面の正規直交標構の向きを次で定める。
定義 3。3.4曲面Sは座標近傍系Φ={(硫;Tα,να)}α∈スによって向きが定
められているとする。υをS内の領域とし、υ上の正規直交標構をel,c2
とする。このとき、cl,c2がこの順でSの向きと適合するとは次をみたす
ことをいう。
Pをυ上の各点とする。Pを含む任意の座標近傍じ伝∬。:να)∈
Φに対して、
イ=鮎0(岳)p+姑0(券)ρ
弓=QO(葛:「)p十亀0(τ:F)p
(ただし、αα,ια,ca,ααは硫上の関数である。)
とおくと、αα(p)dα(P)一bαい)Cα(p)>0となる。
定義 3。3.5Sを曲面とし、υをSの開集合とする。このとき、υ上の 1
次微分形式
θl={θ『}Pcこ′.θ2={θ′}ρ∈こノ
がυの双対な正規直交標構であるとは、次をみたすことをいう。
υのある正規直交標構
el = {eT}ρ∈υ,  C2=={Cg}p∈υ
が存在して、任意の点P∈びでθ『,θ′はeT,Cgの双対基底で
ある。
定義3.3.5では、υの正規直交標構 el,c2を用いて びの双対な正規直交
標構 θl,θ2を定義した。しかし本論文では、びの正規直交標構を考慮せず
に直接 びの双対な正規直交標構を扱いたい。そこで、θl,θ2がυの双対
な正規直交標構 となるためのθl,θ2の条件を次の命題で述べる。
命題 3.3.6SをR3内の曲面としびをSの座標近傍 とする。S上の リー
マン計量gをR3からの誘導計量とする。このとき、υ上の1次微分形式
θl,θ2に対 して次の (i),(五)は同値である。
第3章 ス トークスの定理                  111
(i)θl・θ2はυの双対な正規直交標構である。
(ii)θl●θl十θ2●θ2=θである。
証明 (i)=⇒(ii)を示す。
p∈υとする。θl,θ2は1/「の双対な正規直交標構であるので、あるびの
正規直交標構el,c2が存在してθT,θダはCT,Cgの双対基底となる。このと
き、υ上の任意のベクトル場
χ  == αlel+a2e2
y=bl el+b2C2
(ただし、αl,α2,bl,b2はS上の関数である)に対 して、
g(X,y)
=g(αlel+α2e2,blCl+b2e2)
=α19(el,ゎel+わ2e2)+α29(e2,わlel+わ2e2)
=01わ19(cl,Cl)+(αlb2+α2bl)g(Cl,e2)+α2わ2'(C2・e2)
= (11わ+α2b2
となる。
一方、θ『,θ′はeT,CSの双対基底より命題2.1.3を用いると、
(θl●θl十θ2●θ2)(χ,y)
= θl(χ)θl(y)十θ2(χ)θ2(y)
=(al θ (el)+α2θl(c2))(bl θl(el)十b2θl(e2))
+(alθ2(el)+α2θ2(C2))(bl θ2(Cl)十b2θ2(C2))
= αlbl+a2b2
となる。 したがつて、θl●θl+θ2●θ2=gとなる。
次に、(五)==>(i)を示す。
まずは、任意の点Pcびにおいて
θ『キ0, θ′キ0         (3.6)
となることを背理法を用いて示す。ある点P∈υにおいて
θ『 =o                (3.7)
と仮定する。このとき線型写像
θg:TP(s)→R
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は2次元から1次元への線型写像なので、
θ,(υ)=0, υキ0        (3.8)
となるυ∈Ъ(S)が存在する。したがつて(3.7)(3.8)より
g(υ,υ)=θ『(υ)2+θ,(υ)2
=。(υ)2+02
=0
となるが、これはリーマン計量の定義 2.3.1(五)に矛盾する。 よって
任意の点P∈びにおいてθ『キ0
であり、同様に
任意の点Pcυにおいてθダキ0
である。
いま、υ上の正規直交標構 し1,し2をとり、υ上のベク トル場 υl,υ2を
υl =θ2(し2)ul―θ2(し1)u2
υ2 =θl(鶴2)し1~θl(し1)し2
とぉくと、任意の点P∈υで
θT(υ5)=0, θ
'(υ
T)=0       (3.9)
となる。また、任意の点p∈υで
υTキ0, υgキ0
となることを背理法を用いて示す。ある点P∈υで
υg=θT(し3)鶴T一θ『(しT)し
'=0
と仮定すると、しTルgはし(S)の基底より
θ『(し,)=θ『(しT)=0
となる。したがつて、■(S)の基底包T,しgに対してθT(鶴『)=0となる
ので、
θ『=0
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となる。 しかしこれは(3.6)に矛盾する。よって
任意の点P∈υにおいて、υ;キ0
であり、同様に
任意の点P∈びにおいて、υTキ0
である。
こ こで、
υ7=満 υT, υ′g=満 υ;
とおくと、(39)よりりT,り,は次をみたす。
θ『(υg)=0, θ′(υT)=0
g(υl,υl)=g(υ2,2)=1
=(θlい1))2
となるので、
113
0・10
また、
ク(υl,υ2)=(θl●θl+θ2●θ2)(υl,υ2)
=θl(り1)θl(υ2)+θ2(υl)θ2(υ2)
=0
となるので、υl.υ2はびの正規直交標構であることがわかる。 さらに、
1=gい1,υl) 1=g(υ2・ 2)
=(θ18 θl+θ2●θ2)(υ卜υl)  =(θl'l+θ2X θ2)(υ2、υ2)
=(θ2(υ2))2
θ『(υT)=±1.θダ(υ;)=±1
となる。
したがって (3.10),(3.11)より、必要とあればυT,υ;に-1をかけるこ
とでθ『 ,θ『 はυT、υ;の双対基底となる。よって、主張は示された。 □
υの双対な正規直交標構がもつ性質を次の命題で述べる。
命題 3。3.7SをR3内の曲面 とし、υをSの座標近傍 とする。鈍:θ2と
θl、θ2をげの双対な正規直交標構 とする。このとき、θl,θ2,θl,θ2は次をみ
たす。
θl∧θ2=土θl∧θ2
(3.11)
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証明 S上の関数 α,b,c,ごを用いてθl、θ2を
とおくと、
g=θl Θ θl+θ2●θ2
=θl●θl+θ2●θ2
であるので、
= 仇 ,くθl+θ20xo θ2
=(αθl+わθ2)0(aθl+bθ2)十(Cθl十∂θ2)0(Cθl+∂θ2)
=(α2+ε2)θl.θl十(b2+d2)θ2●θ2+(ab+Cα)(θl X θ2+θ2●θl)
=θl e θl十θ2Θ θ2                 (3.12)
となる。θl.θ2がびの双対な正規直交標構なので、あるびの正規直交標構
el・e2が存在してθ『,θ′はCT・esの双対基底となる。(el,Cl)、(C卜e2),(C2,C2)
を(3.12)に代入すると
θ2+β2=1
b2+α2=1
ab十` d=0
を得る。 ここで
θl∧θ2=(αθl+わθ2)∧(βθl+″θ2)
=αどθl∧θ2+bCθ2∧θl
=(αご―bC)θl∧θ2         (3.13)
であり、
(a″―わr)2
=α2α2+b2c2_2αbcご
=(α2+C2)(b2+α2)_α2b2_c2α2_2α♭cα
=(α2+〔′)(b2+α2)_(ab tt Cα)2
==   1
となるので、α(′一レ=±1となる。これを(3.13)に代入することによっ
て主張は示された。                      □
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次に、双対な正規直交標構 θl、θ2の向きに関する定義を述べる。
定義 3.3.8向きづけられた曲面Sは座標近傍系Φ={(比:Zα,να)}α∈ハに
よって向きづけられているとする。υをSの座標近傍とし、θl,θ2をυの
双対な正規直交標構とする。このとき、θl,θ2がこの順でSの向きと適合
するとは次をみたすことをいう。
υ上の各点Pについて、Pを含む任意の座標近傍じ鴨″α,υα)∈
Φに対して
θ『Aθ′
である。
曲面Sの正規直交標構 el,c2の向きとその双対な正規直交標構 とθl,θ2
の向きの関係について次の命題で述べる。
命題 3.3.9Sを向きづけられた曲面とし、びをS内の領域とする。cl,c2
をυ [1の正規直交標構 とし、el,e2に関するυ Lの双対な正規直交標構
をθl.θ2とする。このとき次の (1)(il)は同値である。
(1)el,e2がこの順でSの向きと適合する。
(五)θl.θ2がこの順でSの向きと適合する。
証明 Sの座標近傍系{(鴫;χα,ソα)}α∈スによってSの向きが定まるとし、
任意のρ∈びに対 してP∈磁、となるし4α をとる。α,わ、β,どを実数とし、
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イ=β(舟)2+み(券)p eS=C(1(吉T)p  ″(琵1)了)p
とおくと、ど,dl■―触 立であ 味 (発)P,(寺)pl・
~触 立で
あるので、β=
が存在 し、B~1
とき、
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についてdet Bキ0である。したがって、Bl
とおく。ただし、ν:g,7,sは実数である。この
?
?
、
‐
?
?
??
?
?
?
?
(更,吉「)p  pCf+9Cg =reT―十SCg
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となるので、
補題 3。3.10Sを曲面とし、(υl・・、ν),(1/;鶴,υ)をSの座標近傍とする。Pc
υ∩yとし、θT、θ『をpにおける余接ベクトルとする。このとき、
θf∧θg((滸)P,(滸)p)=:})イキθT∧θ′((券)P,(寺)ρ)
となる。
証明 補題 1.4.8より
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(J十)p=併い)(■)P十器い)(分)p
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となり、主張は示された。
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命題 3.3.1l Sを向きづけられた曲面とする。座標近傍 (υ;",ソ),(ylし,υ)
はSの向きと適合 しているとし、υ∩yキ0とする。υの双対な正規直
交標構 θl,θ2はSの向きと適合 しているとし、1/の双対な正規直交標構
θl,θ2はSの向きと適合しているとする。このとき、υ∩1/上で
θl∧θ2=θl∧θ2
となる。
証明 θl,θ2とθl,θ2はそれぞれ υとyでの双対な正規直交標構なので、
命題 3.3.7よりυ∩y上で
となり、
θ『Aθダ
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となる。
であり、
=〔∂し:のθ『∧θダ((会)p・(岳)p)
ここで、(υ;.ど、y),(7:u,υ)はSの向きと適合 しているので
∂(とι,υ)>0
θl、θ2とθl・θ2はSの向きと適合しているので
θ『∧θ′
((者争)P,(券)p)>0
7∧可 ((:き)P,(:き)ρ)>0
である。よって、f=1を得る。                  □
命題3311によって、S全体で定まる2次微分形式volを次のように定
義することができる。
定義 3.3。12Sを向きづけられた曲面とし、Sの座標近傍系{(硫;″α,ναa)}o∈ハ
はSの向きを定めているとする。座標近傍硫 の双対な正規直交標構θγ。,θダ0
はSの向きと適合しているとする。このとき、vol∈「
2(s)がsのvolume
fOrmであるとは、次をみたすことをいう。
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PcSに対 して 硫 をPを含む座標近傍とすると、
vol=θγα∧θダα      (3.14)
である。
命題 3.3.11により、(3.14)の右辺は硫 やθγα,θダαのとり方に依存 しない
ことに注意する。また、volをS上で積分した値 ん volをSの表面積と
いう。
単位球面の表面積について具体的な計算例を挙げる。
例 3.3。13S2={(・.,ν.Z)∈R31 dP+ν2 z2=1}とする。例 3.2.16と同
じように、S211の4つの長方形領域 И,ち,4,4を
L={( )到いいは1
И={〔t下り到回C17T・げ→《サ→
lろ =  { (I:i:||:ι
::||:) 
∈R31(υ2,υ2)∈(~26,2()×(-1)+(,サーC)}
L={仁
 )到
回
…
XI F・Cll
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ち
図 3.3:
となるので、.IL2∫lVOlの値だけを考えればよい。
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??
ι(岳)
′(■)
より、
ι
(受£})12
ι(弁)12
(■)・(■)
となる。 したがって、 1  ∂    ∂
COS tり ∂?1   ∂υ
はス の正規直交標構 となり、
cos υαし,  ごυ
は1/1の双対な正規直交標構となる。よって、
(―Sin a cOs υ,cos L COSt',0)
(―COS trsin t,,sill a sill t,,COSl')
=sln2 1l cos2?ノ十 COS2 υ cos2?ノ
=cos2 υ
= cos2 υ s1112 2,_.sll12 tt slr12 2ノ 十 (:()S t,
=1
==sln u costr Ыn υ cosυ ― sin tt Cos tι s111 1'COS lリ
=0
??
?
〓
vol=cos′υαし∧ごυ
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であるので、
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であり、0≦∫1≦1であるので、
ノ:2∫lV°l≦ブ::(J〔iCOSt/1du)αυ
=。
た]27r cos 
υ∂υ
二ilISinυ
〕三号
となる。一方、S2_ち_1/3~y4上ではノ1=1となるので、
12ん
Ⅵ
・
≧
/III`1/1COW商 )油
'
→I](だCOЫ商)瀞∈→0
=4π
となるので、.ん2 VOl=4πとなる。
3。4 境界つき曲面上での積分
3.2節では、向きづけられたコンパク トな曲面 Lでの積分を定義した。
本節では、境界つき曲面とその上での積分を定義することを目標とする。
定義 3。4。lSを曲面とし、D⊂Sを開集合とする。このとき、
D―D
をDの境界といいυDで表す。ただし、DはDの閉包である。また、D
がなめらかな境界をもつとは、任意の点P∈∂Dに対 してPを含むSの
座標近傍 (び,φ)があつて次をみたすことをいう。ただし、(■,ソ)は(υ,φ)
の局所座標である。
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(1)φ
~1(p)=(0,0)
(ii)φ
l(υ∩D)={(・,ν)∈φ~1(υ)lν>0}
(面)φ
~1(υ∩∂D)={(",υ)∈φ~1(υ)lν=0}
Dがなめらかな境界∂Dをもつとき、D∪∂Dを境界つき曲面という。な
おこのとき、各 (υ∩∂2・)を∂Dの座標近傍と考えれば、∂Dは曲線と
なることがわかる。
境界つき曲面の例を紹介しよう。図3.4左のように、半球面は境界
つき
曲面である。上部が ドー ナツの形をしている図3.4中央は図3.4左と同相
でないが、これも境界つき曲面である。また、図3.4右のように、球面か
ら複数の領域を取 り除いた曲面も境界つき曲面である。このとき、そ
の
境界はひとつながりではなく2つの閉曲線Q,Cの合併 となる。
向きづけられたコン
閉集合となるからコン
域で覆うことができる
ぅことができる。
図 3.4:境界つき曲面の例
パクトな曲面S上にある境界つき曲面Nは有界な
パクトである。したがつてNは有限個の長方形領
が、実は次の例 3.4.2で示すような長方形領域で覆
第3章 ス トー クスの定理
例 3.4.2Sを向きづけられたコンパクトな曲面とする。このとき、S上
の境界つき曲面
Ⅳ=D∪∂D
を考える。Nの各点Pに対して、次のようにpを含む長方形領域ypを
とる。ただし、Pを含む座標近傍 (υ,φ)は
P=φ(0,0)
をみたすものとする。
(i)pcDのとき、yp=φ((―α,a.)×(―b,b))⊂D
定義3.4.1より、境界つき曲面に対して(i)(五)のような長方形領域をと
ることは可能である。長方形領域からなる族{yp}p∈ⅣはNの開被覆と
なるが、Nのコンパクト性より{yp}p∈Ⅳから選んだ有限個の長方形領域
{14}でⅣを覆うことができる。(1)の長方形領域をⅣに関する完全長方
形領域といい、(ii)の長方形領域ypについて1/p∩NをⅣに関する半長
方形領域という。
続いて、長方形領域の向きについて述べよう。Sを向きづけられた曲面
とし、Ⅳ⊂Sを境界つき曲面とする。このとき、例3.4.2のように選んだ
Ⅳを覆う有限個の長方形領域 {z}世1に対して、次のようにスの向きを
Sの向きと整合させることができる。
(1)づ=1、…・、sのときZはNに関する完全長方形領域とする。このと
き、必要ならば%の局所座標の成分を入れ替える。
(五)t=s+1.… .S+ιのときス∩ⅣはⅣに関する半長方形領域とし、
ス∩Ⅳ={p∈Nlφ「1(p)∈(―αt,αを)×10,b,)}
とおく。 このとき、必要ならばスの第 1座標の符号を変える。
次に、Sの向きと適合する長方形領域 {z}世1+1によって∂Dの向きが
定められることを述べよう。各半長方形領域z∩Nに対 して、
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Z∩∂D={PC∂Dlφ「1(P)∈(―αだ,α,)×{0}}
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であるので、
ス′=Z∩∂D
φ:(ι)=φJ(ι,0)
とおくと(%′,φl)は∂Dの局所座標となり、{z′};」:+1は∂Dの開被覆と
なる。z′∩ィ キ0のとき、スとちは同じ向きなので、図3.5のように
1イと略が∂D上で同じ向きであることは直観的に明らかであろう。この
図 3.5:
∂Dの向きをSの向き (Nの向き)によって定まる∂Dの向きという。
ここで、境界つき曲面上での局所的な積分を次のように定義する。
定義 3.4。3Sを向きづけられたコンパクトな曲面とし、Ⅳ⊂Sを境界つ
き曲面とする。ωをS上の2次微分形式とする。ただし、ωは次のいずれ
かをみたすと仮定する。
(1)あるNに関する完全長方形領域yがぁって、supp(ω)⊂1/
(il)あるNに関する半長方形領域y∩Ⅳがぁって、supp(ω)⊂y
このとき、島 ωを次のように定める。
座標近傍 (1l φ)の局所座標を (■・,ッ)とし、
ω=チ(.1:.″)こιJ:∧の
完全長方形領域yに対して、φ l(y)=(―α,α)×(―わ,b)
半長方形領域 1/∩Arに対して、φ
l(7∩Ⅳ)=(一α,α)×p.ゎ)
とおく。
124
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oのとき、
.ん
ω=.だ/1./し,Oα"αν
(これは定義3.2.7の.4ωと同じである。)
鰤)のとき、lω=ズ
。ノ1・バ場のごπαν
命題 3.4.4定義3.4.3で定めた .チ持ωは、完全長方形領域yゃ半完全長方
形領域y∩Nのとり方に依存 しない。
証明 sllpp(ω)⊂ l′′となる完全長方形領域yに対して
スω=だ五Jl・,のとαν
を考えるとき、.鳥ωの値が完全長方形領域 1/のとり方に依存しないこと
は命題 3.2.9です に示されている。そこで、次の2つの場合を考える。
(1)ある完全長方形領域 υとある半長方形領域 y∩Ⅳ がぁって、
Supp(ω)⊂び∩ソ
となる場合
(li)ある半長方形領域 υ∩Ⅳ とある半長方形領域 y∩Ⅳがぁって、
Supp(u71)⊂υ∩y
となる場合
(1)のとき、
sllpp(ω)⊂び∩y
⊂1/∩Ⅳ
であ り、特に ソーNではω=0である。 したがって、座標近傍
(υ,φ),(yφ
′
)に対 して
φ
~1(び
)=(―α,α)×(―b,b)
φ
′~1(y∩Ⅳ)=(一C,C)×[0,α)
υ上でω=∫(包,υ)du∧dυ
7上でω=g(・,ν)αχ∧αν
第3章 ス トー クスの定理
とおくと命題 3.2.9より
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.ld.だ:θ
ごrdy=.ldだgαχαν+.二.だ:g″″ごν
となる。
(ii)のとき、(区136参照)
SllI)p(ω)⊂υ∩y
であり、特に
(υ―y)∩Ⅳ
(1/―υ)∩Ⅳ
ではω=0である。 したがって、座標近傍 (υ,φ),(yφ′)に対 して
φ
~1(1/r∩Ⅳ)=(―a,α)×[0.b)
φ
′~1(1/∩Ⅳ)=(―C・C)×[0,ご)
υ上でω=9(・,7)″,I∧`りy上でω=∫(υ,υ)αZ∧αυ
とおくと命題3.2.9と同じ方法を用いて、
/bだgけ,y)αυ
=.≠
・
.ん1回ηN)gけ・Odχごν+.≠
・
.かほυ yいN)ク(・'ソ)れの
=/..んョげ商“
ク(・勁｀αtαソ
=/.勇
…♂
回,直朝器赫
=/・勇虫¨ れ¨
=/勇
咄 ¨
口 励 十/元喩 r瓢ハ
“
っ
れ ¨
=/d√パ嗣赫
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となる。
図 3.6:
□
命題 3.2.10と同じように、S上での積分の簡単な性質を挙げる。
命題 3.4.5Sを向きづけられたコンパクトな曲面とし、N⊂Sを境界つ
き曲面とする。ω.りをS上の2次微分形式とし、Nに関する半長方形領
域 lア∩Nに対 して
sllpI)(ω⊂1/∩Ⅳ
supp(η)⊂1/∩Ⅳ
をみたすとする。このとき、次の式が成 り立つ。
.(ω
+η=.(ω十
ス
η
証明 yを含む座標近傍 (υ、φ)はSの向きと適合するとし、その局所座
標を (■、ッ)とする。この座標に関して
φl(y∩N)=(―α,a)×10、b)
ω=∫し,ν)αχ∧dν
η=g(・,ν)dχ∧αυ
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となる。                            □
境界つき曲面上での積分を次のように定義する。
定義 3,4.6Sを向きづけられたコンパクトな曲面とし、ωをS上の2次
微分形式とする。Ⅳ ⊂Sを境界つき曲面とする。例 3.4.2のようにとった
、+ι個の長方形領域からなる族 {z}着1をⅣの開被覆とし、
レ1.・・.4をⅣ に関する完全長方形領域
ル:+1∩Ar、…・,4+ι∩NをNに関する半長方形領域
とする。{И}世|に陥 =S-21Vを加えた族 {И}漕
`は
Sの開被覆となる。
よつて、{%}i」:に従属する1の分割を {.ん}l」:とおくと、
stlpp(.1〕)⊂7o
より、Ⅳ上で
S+ι
Σん≡1
0=1
となる。この{.1}世1を{z}泄1に従属するⅣ上の1の分割という。この
とき、N llでのりの積分を次の式で定義する。ただし、(3.15)の右辺の
.4.ん
ωは定義3.43で定めたⅣ上の局所的な積分である。
(3.15)
128
????
?
ヵ
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
??
?
??
?
〓
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
??????
???
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??????????????????????．?????．
129第3章 ス トー クスの定理
??
。?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
130第3章 ス トー クスの定理
となり、
によって、
Supp(んのu/1)⊂Supp(%)⊂予レЪ
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3。5 ス トー クスの定理
本節では、境界つき曲面上での積分とその境界上での積分を関係づけ
るス トー クスの定理について述べる。まずは準備として、次の補題を挙
げる。
補題 3.5。lSを向きづけられたコンパクトな曲面とし、ηをS上の1次
微分形式とする。N⊂Sを境界つき曲面とする。s+ι個の長方形領域か
らなる族 {11}世|を例 3.4.2のようにとつたNの開被覆とし、
14.…・、ムをNに関する完全長方形領域
l′l+1∩N,…・,4+ι∩ⅣをNに関する半長方形領域
とする。(Z};」1に従属するAr上の1の分割を{二}世1とおく。
このとき、
″(几η)
となる。
証明 定理 2.5.3と命題 3.4.8より、
となる。
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証明 s+ιイ回の長方形領域からなる族{z}泄1を例 3.4.2のようにとった
Ⅳの開被覆とし、
И,一・.4をⅣに関する完全長方形領域
4+1∩Ⅳ,…・,4+ι∩ⅣをNに関する半長方形領域
とする。{И}世1に従属するⅣ上の1の分割を{九}漕1とおく。このとき、
補題 3.5,1より
氏dη=Σ:スd(んη)
となる。一方、,=1.…。,sに対して、ス∩∂D=0であるので、
ID詢=見D(重1■ ■ 重 1二D静
η
となる。ここで、
o各グ=…」こ対し■
.ム
伽=0
m各に5+―s‖剛し・ ス切=∠D胸
[1::と
を利 計 分であ&まま 酔 齢 mの明 薩 標楓 4ω
んη=θ(″,ν)∂π+ん(・,ν)dν
とおく。
(1)グ=1,・…・,sのとき、
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こ こで 、
Supp(ノtη)⊂Z
より、座標 (・.―b)の点においてノ:〃=0であるから、
g(・,―b)ごχ+′ι(・,一b)ごy=0
となるので、特にg(″,一b)=0となる。同様に
,(・,b)=0  ん(α,ν)=0  ん(―α,ν)=0  (3.16)
となるので、
133
ス
九η=0
となる。
(li)J=SI+1.…・,s+ιの とき、
φ l(ス)=
とおく。 この        :(~α
'α)
×[0,b)
とき、定理 2.5.3と(3.16)より、
ノir7(.んη)=ズ
b/α
(1)F一券)瀞r/ν
.lb.だ券α″αν―五.lbttανdχ
.1。・・
,0わ(―tの)″ν―Ii●に0-9け,の)″r
/・iズ
みの″r
となる。
一方                         (317)、ス∩∂Dの局所座標をレ:の″座標で表す
が∂■:=        
こととす
とな
どχ ダごり     
ると
るので、
1=0
'*(.几
71)=:が(9dr十ん″ν)
:g(・,0)dχ
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となる。よって、
となる。
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本章では、ス トー クスの定理の応用を紹介する。前半では、ス トーク
スの定理が現実の場面で利用されている例を2つ紹介する。1つめはプラ
ニメーターとよばれる面積測定器の原理であり、2つめは擬柱 とよばれる
立体の体積の簡単な計算方法である。後半では、ス トークスの定理の数
学内での活用例 として、ベクトル場の零点における指数の総和とガウス
曲率の積分値の関係を述べることにする。
4.1 プラニメーター
プラニメーターとは、地図など平面上の図形の輪郭をなぞることによ
りその面積を計測する装置のことである。本論文で紹介するプラニメー
ターは旧型の機械式タイプで、電気的電子的に動作する部分は一切なく、
純粋に機械的な機構のみで動作する。ここでは、2種類のプラニメーター
について紹介する。1つめはリニア・プラニメーター (図4.1を参照)と
よばれるタイプであり、2つめはポーラー・プラニメーター (図4.2を参
照)とよばれるタイプである。それぞれのタイプについて数学的にモデ
ル化し、その原理を解明することにする。
4.1.1 リニア・プラニメーター
最初に、模式図4.3を用いてリニア・プラニメーターを説明する。図4.1
の写真のようにプラニメーターは平らな紙面の上で使 うもので、図4.3は
使用する際のプラニメーターを紙面の上から見た図である。 リニア・プ
ラニメーターは主に
・ 拡大鏡
・ 柄
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図 4.1: 図 4.2:
.ホイール
・  コ巨車由
●おもりつきローラー
からなっている。各部分の機構や役割は次のとおりである。車軸の両端
におもりつきローラーが取 り付けられている。ローラーが重くなってい
るのは、車軸が直進的にのみ動くようにするためである。そのため、車
軸の中央の点Bは図4.3の直線ι上のみを動くこととなる。3には柄が取
り付けられており、Bを中心に自由に回転できるようになっている。柄
の先端には拡大鏡が固定されている。また、柄の固定された場所に、柄
を軸とするホイールが取 り付けられており、ホイールは紙面に接して
い
る。ホイールは柄を軸としてのみ自由に回転できるようになっており、柄
がABと平行に動くときには紙面上を滑るのみで回転しないが、柄がスB
と平行でない方向に動くときは点θの移動にともなってそのスβと垂直
方向の速度に比例 して回転する。つまり、柄が動く際にスBと垂直方向
のθの変位の総量を測れるようになっている。このような器具を用いて、
拡大鏡の中心点スを∂Dに沿つて反時計回りに一周させることによつて、
実は領域Dの面積を測定することができる。つまり、ホイールによって
測つたスβと垂直方向のσの変位の総量がNの面積と比例する。このこ
とを次の命題で示そう。
命題 4.1.1(図4.4を参照)平面上の閉領域Ⅳ ⊂R2を境界つき曲面とし、
N=D∪∂Dとする。また、正の実数Lとs(0<S<1)を定数とする。
136
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おもりつき
|シ14.3:リニア・プラニメーターの模式図
A(ι)(0≦1≦1)は∂D上を反時計回りになめらかに一周する動点とし、
P=ス(0)=A(1)
とする。B(t)はν軸上を動 く点 とし、次をみたす とする。
IA(t)3(ι)|=L
B(0)=B(1)
また、B(ι)のッ座標 はA(1)のν座標 よりも常に小さいとする。C(1)は
一線分 A(ι)B(ι)をs:1-sに内分する点とする。このとき、A(ι)B(ι)と
垂直方向の C(チ)の変位の総量
一
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/1三
些鵠×σ′(ι)″∴
はNの面積の÷倍に等しい。
証明 ?
?
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?
A(1)= B(ι)=
第4章 ス トー クスの定理の応用
図 4.4:
とおく。ただ し、■,ν,bはιの θ∞級関数であ り、
・ (0)= ・ (1)
ソ(0)= ν(1)
b(0)= b(1)
である。 このとき、仮定により、
Ц→却=Clめ
の長さはιで一定なので、極座標表示を用いてこれを
調 =(::輩′)
と表すことにする。ただし、θは′のσ∞級関数である。
ていることから、θは常に0<θ<πの範囲にあると
のときにBスは同じ方向となるから
138
常にッ>わとなっ
してよく、′=0,1
(4.1)
に2)
θ(0)=θ(1) (4.3)
第4章 ス トー クスの定理の応用                139
である。このとき、
一
      
一
  
一Oθ(′)=(1-S)OA(r)+SOB(ι)
=:(扇 十 ろ雇頚〒り +(:一
S)(扇 ― 扇 )
=:(売 +σ面 う)+(:一S)F両面 高
と変形すると、
C′(f)= +(:一S)L
となるので、
一
B(1)A(′)×C′(′)
L
= 分   (ylb) 
×
(ν
′lb′)+ (:一
S)(νlb) ×
= 分  (y tt b)×(ノ1ゎ′)+(:―S)(::∬′)×
=券げ―ν→十分けb′十r′の十(:―S)L場争
となる。 したがって、(4.1)(4.2)(4.3)を用いると
f  洗
=ち七Ifしv′―ν・ つ洗十分 .fしb′十わ 計十(:S)L.ガ#洗
=券ブ「。グ′―夕り十分レ端十(:-5)ι同:
=券メ
l←
rプ リ→瀞          につ
となる。
?
?
??
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
‐
‐
?
?
?
―
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
??
?
、
‐
?
?
?
?
‐
?
?
??
?
?
?
?
???????????
?
?
?
?
?
????
，?
?
?
?
????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
???
?
?
?
?
?
。
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?．?????
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
．
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
〓
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?。??「?」??。
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
‐?
?
?
?
?
?
?〓?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
〓
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??、??????、
?
第 4章 ス トークスの定理の応用                141
このとき、∂D上での積分は区分の分け方に依存 しないから、
氏
ごじ∧αυ
=  :|ノ
|・D'*(υ
dυ―υdυ)
=:/1C(・0+―ズの#)洗
十:ノ1(■(1+a型鳴 井
上―ν(1+Z)些甥
量
)ご
Z
+:ズ
Fい平―・→等)と→:ズ1(・0)#―y(→#)洗∈→0
=:/1しノーνノ)洗          “・つ
となる。したがつて、(44),(4.5)より、
ガ  醐==.ル鰤
となる。                             □
4。1.2 ポーラー・プラニメーター
次に、模式図4.5を用いてポーラー・プラニメーターを説明する。ポー
ラー・プラニメーターは主に
・ 拡大鏡
・ 柄 1
●ホイール
・ 柄 2
・ 固定端
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からなっている。各部分の機構や役割は次のとおりである。柄 2の片方
の先端に固定端が取 り付けられている。固定端の裏には小さな針があり、
使用の際には位置が紙面上に固定される。そしてこの固定端を中心 とし
て、柄2が自由に回転できるようになっている。柄2のもう片方の先端は
柄 1の端と結節できるようになっており、この結節点を中心に互いに自由
に回転できるようになっている。柄 1の先端には拡大鏡が固定されてい
る。柄 1の固定された場所に、柄 1を軸とするホイールが取 り付けられて
おり、ホイールは紙面に接 している。ホイールは柄 1を軸 としてのみ自
由に回転できるようになっており、リニアプラニメーターの時と同様に、
柄 1が動く際にス3と垂直方向の θの変位の総量を測れるようになって
いる。このような器具を用いて、拡大鏡の中心点スを∂Dに沿って反時
計回りに一周させることによって、実は領域Dの面積の測定することが
できる。つまり、ホイールによって測ったスBと垂直方向のθの変位の
総量がNの面積 と比例する。このことを次の命題で示そう。
A(ι)
∂D
図 4.5:ポーラー・プラニメーターの模式図
命題 4.1.2(図4.6を参照)平面上の閉領域 /V⊂慮 を境界つき曲面とし、
N=D∪∂Dとする。また、正の実数R,Lとs(0<s<1)を定数とす
る。ただし、Ⅳ は原点0を中心とする半径R+ιの円の内部にあると仮
定する。A(ι)(0≦ι≦1)は∂D上を反時計回りになめらかに一周する
動点とし、
P=A(0)=A(1)
固定端
第4章
とする。
さらに、
と表すとき、
1llax{α(ι)10≦t≦1}
InaX{θ(ι)10≦ι≦1}
とする 1。 σ(ι)は線分A(1)B(ι)を
ス トークスの定理の応用
この とき、B(ι)は次をみたす動点 とする。
10B(ι)|=R
IA(ι)B(ι)|=ι
B(0)=B(1)
ιの θ∞級関数 α(ι),θ(ι)を用いて
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き、B(ι)ス(ι)と垂直方向の C(ι)の変位の総量
となる。また、
A(ι)
1この条件は、B(′)がほ1定端のまわりを一周せず、
周しないことを意図している。
f  瀞
の面積の
=倍
に等しい。
α,θの仮定より、
lα(1)―α(0)|<2π     θ(1)一θ(0)|
り、A(0)=A(1), B(0)=3(1)であることから、
`V(())=α(1)      θ(0)=θ(1)
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-11lin{(■(ι)10≦ι≦1}<2π
―nlin{θ(ι)10≦ι≦1}<27
s:1-sに内分する点とする。このと
<2π
また /1(r)が3(r)のまわ りを
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図 46:
とおく。このとき、
OC(′)=(1-.S)OA(ナ+SOB(チ)
=:(5豪頭弓+ろ雇頚〒)十皓―→(調―司 )
=:(売+οBD十皓―→30バの
と変形すると、(以下、変数 ιを省略する)
一
B(′)A(ノ)×σ
′
(′)
几
=÷ (薇 ―お )×皓 (乙再ご+5雇多)十(:一→ 麗両だり
=券薇 ×乙蕩」十分 薇 ×5雇多―券 売 ×こ再葬
―券売×壽+=皓→誠×″
となる。ここで、
券薇×″―券売×壽
=券薇×壽+券蕨×売
=券(薇×売)′
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となるので、
B(ι)A(ι)×σ
′
(ι)
L
= 分  (j)×(;|)+―JL―((;)×(1:∬3))′
―τ死「(1:∬′)×(■Q:]∫ii)
+= (:一S)(1:|ビ3)×
(ttillliF)
と]f「
し ノ
~/の 十
ザ ト
け dnθ― ν COS θ)7_J子1:+(:一
S)ι
ギ十
f  洸
=ら七lfいv′ 幻 読 十1分い
nθ―ν COSの一券
θ+(:一S)二
」 |
=券ズ
1げ―幻酢
となる。ここで命題4.1.1と全く同じようにス トー クスの定理を用いると、
(4.5)の導出でみたように
ノ|どχ∧dυ=:/1(″ν
′―′υ)dι
となるので、
一
=ノ
|ご・∧ごν=ブ「B(ι)A(ι)×C′(ι)dι
を得る。                                □
円などの特別な場合を除き、曲線で囲まれた部分の面積を求めること
は一般に容易でない。高校の数学でよく用いられる手法は、まずは曲線
を表す式を求め、それを用いて解析的に面積を求める方法である。 しか
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し、ここで紹介 したプラニメーターの興味深いところは、純粋に機械的
な仕組みによって閉領域の面積を求められることである。そしてその原
理には、幾何 と解析の双方の理論を組み合わせた微分幾何の手法が巧み
に用いられており、実際、曲線で囲まれた部分の面積を求めることがこ
れほど単純な機構で可能であるとは驚きに値する。
4。2 擬柱の体積
本節では、擬柱とよばれる立体の体積の簡単な求め方について述べる。
まずは、擬柱の定義を述べよう。
定義 4.2.1次の (i),(五)をみたす上面、下面、側面で囲まれた立体アのこ
とを擬柱という。以下、正の実数″を定数とする。
(i)平面z=0内にある境界つき領域馬 を下面とし、平面ε=〃内に
ある境界つき領域Ⅳlを上面とする。
(li)■o(ι),■1(ι)(0≦ι≦1)をそれぞれ/VO,Mの境界上を2座標の高
い側からみて反時計回りに一周する動点とする。ただし、o<s<1
となるsを1つ固定したとき、線分■。(ι)Al(ι)をs:1-sに内分
する点をA3(ι)とおくと、0≦ι≦1に対するA3(オ)の軌跡はなめ
らかな単純閉曲線であるとする。このとき、
S={A3(′)|(Sl l)∈10,11×[0,11}
を側面とする。
このとき、Sは(s,ι)を局所座標とする曲面となっている。このように
構成される曲面を線織面といい、線織面を構成する線分のことを母線と
ヽヽう。
角柱、円柱などの柱体は擬柱の特別な場合であり、角錐や円すいなど
の錐体を底面に平行な面できった錐台も擬柱の特別な場合となっている。
また、兵庫県神戸市にあるポー トタワー (図4.7を参照)はデザイン性を
備えた擬柱 として有名である。ポー トタワーの形状は双曲線の回転体で
あるが、柱はすべて直線で構成されている。
擬柱の体積の簡単な求め方を次の命題で示す。この求め方を擬柱公式
といい、測量の場で実際に使われることがある。
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図 4.7:
命題 4.2.2(図4.8を参照)定義 4.2.1のように定められた擬柱の体積を
1ア とし、以下定義4.2.1内の記号を用いる。馬 の面積をS。、М の面積を
sl、 さらに平面g=:∬による擬柱の断面積を S■ とすると、2
y=三二(SO+4S:+Sl)
となる。
証明
とおき、0<s<
分する点をAs(オ)
)をs:1-sに内
?
?
??
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図 4.8:
となる。0≦′≦1に対 してA3(t)で定まる単純閉曲線を吼 とおく。Sを
1つ固定したとき、平面g=s〃の標準的な座標を (T,7)とし曲線aか
ら平面z=s〃への包含写像を,とすると、
グr=(1-S)・o(ι +S・1(ι)
j*dν=d((1-S)νo(ι)+Sνl(ι))
=((1-5)y古(ι +Sり1(ι))ごι
となる。平面8=s〃上の閉曲線Qで囲まれる部分ェ の面積をE(5)と
すると、ス トー クスの定理により、
印=.んぉ″∧ぬ■んド“勁■ん3桐勁=.f岬―→瓢→十助Om~→刺+覇oロ
=はずf綱痣“
十♂f州蠍“神―⇒fhO京の十州刺ロ
=(1_→2ムダけどの十S211ダけどの
十S(1-→/1価(ι》1(ノ)+71(イ)υ6(′)lr//
=  (1_s)2ノ
‖
ごr∧αソ十S2υ
(lα
″∧ごν
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4。3 ガウス曲率
本節では、曲面のガウス曲率を定義することを目標 とする。ガウス曲
率とは曲面の曲が り具合を表す関数であり曲面の形状 と関係深いもので
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あるが、本稿ではガウス曲率と次節で定めるベク トル場の零点における
指数 との関係に主眼をおくため、ガウス曲率と曲面の形状との関係につ
いての解説は紙面の都合上割愛する。ガウス曲率を定義する過程で微分
形式を含む式を複数イ固扱う必要があるが、式を見やすくするために、いく
つかの微分形式をまとめ行列や列ベクトルと同じように表すことにする。
S内の領域 とする。このとき、7上の 1リ
トルや2次正方行列
(ただし、θた,rf∈「ρ(1/))
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♂=鰐
)∈ИF・りαR=
と定める。
2添え字を、上付き、 ド付きのどちらとするかは状況によって異なるが、ここではそ
の決まり方にはらヽれないこととする。
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定義 4。3.2Sを曲面とし、yをS内の領域とする。R=(|:!|:)C
ノИ(「P(7)),R= (1 1)∈ル《F9(y))|こ文まして、 lal1 2.4.2の∧を用いて
Rとえの間の二項演算∧を次のように定める。
R∧員= (1貪11‡I:貪|:  I:貪FII:貪号) ∈ノИ (「P+9(1/))
定義4.3.2で定めた∧が結合法則をみたすことは、容易に示される。
補題 4。3。3Sを曲面とし、7をS内の領域とする。R∈ノИ(「。(7)),PC
M(「′(1/))に対して、次が成り立つ。
ご(R∧R)=αR∧Л+(-1)jR∧αЛ
言正明 R=(Ii li),Л=(1 1)とおいて成分言十算すると、 命題2.5.6
を用いて示される。                       □
定義 4.3.4Sを曲面とし、1/をS内の領域とする。R=(|::「:)∈
ル《「
J(7))とθ=(;:)∈ν(F'(7))に対・して、例 2.4.2の∧を用いてS
とθの間の二項演算∧を次のように定める。
(1 1:)∧ (;:)= (1:;キ;|‡I:チ;:) 
∈ソ(「二十,(レ′))
補題 4.3.5Sを曲面とし、yをS内の領域とする。R∈ノИ(「°(y)),θ∈
ソ(「1(y))とする。このとき、次が成 り立つ。
(1(Rθ)=″R∧θ tt R″θ
訓 R=Q動 ノ =的 とおこ 誦 侶 4よ頃 齢 識 す
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α(Rθ)=
となる。
4.3.1 接続形式
曲面Sの双対な正規直交標構 θl,θ2によって定まるSの一次微分形式
ω;について述べよう。Sを向きづけられた曲面とする。Sのある領域 ソ
で定められた双対な正規直交標構 θl,θ2は、この順でSの向きと適合す
るとし、Sの座標近傍 (υ:lで,1')Lで
?
―
?
?
?
?
?
?
?
?
?
﹇
□
θl=∫1(′2ι+glαυ
θ2=んdυ tt θ2αυ
(48)
(4.9)
と表されるとする3。 このとき、次の (1)(ii)をみたすyの1次微分形式
ωらを考えたい。
(1)dθ
l=θ2∧ω3
(li)αθ2=ω;∧θl
まずは、そのようなωちの存在 と一意性を示すために、υ上で具体的に
ω3をA,ん、91、92,u.υを用いて求めてみる。yで定められた双対な正規直
交標構 θl,θ2を
θl = {θ:}p∈y
θ2== (θ:}P∈y
3_.般に、双対なI[1規直交標構は局所的にしか存在は仮定できないので、ここですIJい
たθl,θ2もS全体で定義されているわけではない。
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とすれば、各点P∈υにおいてθl,θらは写(S)の基底であるので、ωらはy上の関数 わ1,わ2を用いて
ω〕=わlθl+わ2θ2        (4.10)
とおける。
まずは、blを求めてみよう。(4.8)、(4.9)、(4.10)を(1)の両辺に代入す
ると
佐 辺)=ご〆=《Aごa十仇の =(1争―毛争)ごじ∧ごυ
(右辺)= θ2∧ω〕=θ2∧(blθl+b2θ)=_blθl∧θ2
= ―bl(ノ1ク2~んク1)du∧ごυ
となる。ここで、∫lg2~」・2glの符号を調べてみよう。θl、θ2はこの順でS
の向きと適合しているので、
0<θl∧θ2(喘,■)
=鮎g2~んЙンυ∧αυ(合,■)
=.≠
.192~ん
91
となる。したがって、任意の点P∈Sに対して(ノ1ク2~ノbク1)い)≠0であ
るので、
仇=7赤≒万(耕―器)  い1)
が得られる。
次に、b2を求める。blを求めるときと同様に、(4.8)、(4.9)、(4.10)を
(ii)に代入すれば、
お=百
万芸π万 (俳―器 )     14■動
が得られる。また逆に、(4.11)、(4.12)、(4.10)によってω〕を定めれば(1)(li)
をみたすことも容易に確かめることができるので、アで定められた双対
な正規直交標構 θl.θ2に対して (1)(五)をみたすSの1次微分形式ωらは一
意に存在することがわかる。
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定義 4。3.6Sを向きづけられた曲面とし、S内のある領域 1/での双対な
正規直交標構 θl、θ2はこの順でSの向きと適合しているとする。y上の 1
次微分形式ωらは
ごθl=θ2∧ω;
ごθ2=ω〕∧θl
(4.15)
というベクト
表示すること
(4.13)
“
・10
をみたすとする。このとき、(4.13)(4.14)をθl,θ2に関する第1構造式と
よび、
をθl、θ2に関する接続形式とよぶ。(4.15)およびθ=
ル表示を用いれば、(413)、(4.14)はαθ=―ωθとま
ができる。
なお、Sの双対な正規直交標構 θl,θ2に対 して (4.13)(4.14)で定まる
ω;∈「
1(S)はθl,θ2のとり方に依存することに注意されたい。
4.3。2 ガウス曲率
前節で定義 したωらは、θl、θ2の選び方をかえたときどの程度変化する
だろうか。これを調べると、実はθl.θ2を取 りかえたとしても″ω:は不変
であることがわかり、ここからガウス曲率が定義される。本節ではガウス
曲率とよばれる曲面上の関数を定義するが、その準備 として、2つの双対
な正規直交標構の変換を表す関数行列Rの性質に関する補題を述べよう。
補題 4.3。7Sを向きづけられた曲面とし、yをS内の領域とする。θl.θ2
とrJ l、アをこの順でSの向きと適合するy上の双対な正規直交標構とし
(ただし、γ・:はS上の関数 )
?
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―
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?
?
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??
〓?
?
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?
?
?
?
?
?
?
とおく。また、/=
は次をみたす。
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I) ∈ノИ(「
0(y))と』じく。 こα)とき、 R= (II I:)
資′=′
“
.16)
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証明
戸=rlθl+r:θ2     戸=γ子θl+T:θ2
であるので、
θl図θl+θ2●θ2
=(rlθl+7・:θ2)。(7・lθl+7・:θ2)十(γ:θl十r:θ2)。(γ:θ
l+r;θ2)
=((7・1)2+(7子)2)θ
l.θl+2(717.3+7・
:7・3)θ
l●θ2+((7ら)2+(7・3)2)θ2.θ2
となる。一方、gをR3からの誘導計量とすると命題 3.3.6より、
ク=θl∞θl+θ2.θ2=θl.θl十θ2③ θ2
となるので、各項の係数を比較すると
(7・l)2+(7・f)2=1  7・17・:+ '子γ:=0  (7・3)2+(7・3)2=1
となる。したがつて、
????????????????〕?
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図 4.9:
となる実数ρが存在する。実際、ρは図4,9で定まる角ρである。ρは2π
の整数倍の差の分だけ選び方に自由度があるが、ここでp∈yに対 して
Pの十分小さな近傍 1//′をとると、1/′上ではρを一意にθ∞級関数として
定めることができる。この関数ρを用いて、θl,θ2から定まるω3とθl、θ2
から定まるωらの関係を次の命題で述べる。
命題 4.3。9Sを向きづけられた曲面とし、アをS内の領域とする。θl、θ2
と戸、アをこの順でSの向きと直交するソの双対な正規直交標構とする。
θl,θ2に関する第1構造式をみたすy上の1次微分形式をωらとおき、θl,θ2
に関する第1構造式をみたすy上の1次微分形式をωらとおく。P∈1/と
し、Pの十分小さな近傍アで
とおく。ただし、ρは 1′
″′上のθ°C級関数である。このとき、次の式が成
り立つ。
―αρ
証 明
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とぉく。5=ROの両辺を外微分すると、補題4.3.5より、
α5=∂(RO)=dR∧O+RαO
=∂R∧O+R(』t ~ぎ
あ
)∧
○
157
??
?
、
―
?
?
?
、
‐
?
?
??
?
?
?。
??
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
、
‐
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
??
?
?
?
?
?
???「?
?????．。
?
??
??
??
?
???‥
?
?
?
??‐?
???
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??????????????????????????????????
となるので、再=ωら一dρとなる。               □
1次微分形式ωらは双対な正規直交標構のとり方に依存するが、その差
は局所的な関数ρの全微分ごρであることが命題4.3.9で示されている。命
題 4.3.9の両辺を外微分すると、系 2.5,5よりご(dρ)=0なので次の系が
得られる。
系 4。3。10ω〕,司を命題4.3.9で定められた1次微分形式とすると、αω3=
″ω3となる。
Sを向きづけられた曲面とする。{鴫}α∈スをSの座標近傍系とし、硫∩
鈴キoとする。税、Lの双対な正規直交標構θた,θλに関する第1構造式を
みたす硫 上の1次微分形式を(ω3)aとすると、系4.3.10より、ど(ω3)。は
双対な正規直交標構θた,θスのとり方に依らない硫 11の2次微分形式とな
る。また、系4.3.10は硫∩吻上で∂(ω〕)。=ご(ω3)βであることも示して
いる。したがつて、各α∈スでη=α(ω3)αとすると、ηはS全体で定ま
る2次微分形式となる。このとき、Sのvolume formをv lとし、
η=κvol
をみたすSLの関数 κ をSのガウス曲率という。
例4,3。11単位球面S2={(ムリ,Z)∈R31.2+ν2+22=1}のガウス曲
率 κ は恒等的に 1となる。
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とな り、ωは一意に定まることからω=―sin υαυとなる。 したがって、
どω=α(一Sin tりごし)=α(―Sin υ)∧α包―Sin υ∧ご(dし)
=―COS(ガt'∧(la=cos t燿じ∧ごυ=vol
となるので、ガウス曲率の定義よりκ=1となる。
4.4 ベクトル場の零点における指数
本節ではベク トル場の零点における指数を定義し、指数に関する定理
4.4.4を述べることを目標 とする。これを用いると、例えばその系として、
単位球面におけるポアンカレ・ホップの指数定理が得られる。まずは、ベ
クトル場の零点を定義する。
定義4。4.lSを曲面とし、χ={χP}pcsをS上のσ∞級のベクトル場と
する。 このとき、P∈SがXの零点であるとは次をみたすことをいう。
/Yp=0
また、PcSがXの孤立 した零点であるとは、Pがχ の零点であ り、か
つ次をみたすことをいう。
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□
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Pを含むSの開集合びが存在して、任意の点9∈υ―{P}に
対 してχ9キ0となる。
定義 4。4。2Sを曲面とし、7をS内の領域 とする。S上の θ°°級のベク
トル場χ はy内に零点をもたないとする。このとき、
χ :=歯 XP
で定まるy上のベク トル場 χ′={χお}P∈yをyにおけるXの正規化さ
れたベクトル場 という。
Sを向きづけられた曲面、χ をS上のσ∞級のベク トル場とし、また
P∈Sをχ の孤立した零点とする。Pを含むSの座標近傍を (ιr,φ)とす
る。ただし、φ(0,0)=Pとし、びはP以外のXの零点をもたないとす
る。さらに、び上の正規直交標構el,c2をとり、υ―{P}におけるXの
正規化されたベク トル場 X′を
X′=′(1)el+t(2)c2
とおく。ただし、ι(1)、ι(2)はυ_{P}上のσ∞級関数である。cl、e2はび
Lの正規直交標構であり、各点q∈υ―{p}でlχ:|=1であるので、
′(1)(9)=COS ρ |(2)(9)=Sin ρ
“
.lη
となる実数ρをυ―{p}上の各点9で選ぶことができる。ただし、ρの選
び方は一意的でない (2πの整数倍の差の分だけあいまいさがある)。 ただ
し、ι(1)、ι(2)はび_{P}上のσ∞級関数であるので、υ―{p}Lの任意の
点TについてTの十分小さい近傍 ♂ をとれば、υ′上では(4.17)をみたす
ρをσ∞級関数としてとることができる。(図4.10を参照されたい。)こ
の際、関数 ρのとり方としても 2πの整数倍の差だけ選択の余地がある。
しかし、♂ 上の関数 ρ(1),ρ(2)が
ρ(1)=ρ(2)+2たπ (ただし、たは整数)
であるとしても、この両辺を外微分するとdρ(1)=αρ(2)となるから、外
微分 αρはυ′11の関数 ρのとり方に依 らず定まっており、αρはび―{p}
で定義される1次微分形式となる。ここで、(υ,φ)の局所座標を (?ノ,で')と
し、正の実数7を用いて び内の領域Dを次のようにとる。
D={φ(し,υ)l υ2+υ2<r2}
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このとき、
券 ID ρ
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“
.1助
をχ のPにおける指数といい、indP(X)という記号で表す。なお、ベ
クトル場の零点における指数の定義式 (4.18)は、座標近傍 び、正規直交
標構 el,c2おヽよび正の実数rに依存する形で定められているが、実は、
υ,Cl,C217｀に依らずに定まる値であることが知られている。
ベクトル場χの零点Pにおける指数がどのような量を表すかを説明し
よう。Sを向きづけられた曲面、χをS上のベクトル場とし、またp∈S
をχの孤立した零点とする。Pを含むSの座標近傍を(υ,φ)とする。た
だし、φ(0,0)=Pとし、υはP以外のXの零点をもたないとする。χ′
をυ―{p}におけるXの正規化されたベクトル場とし、
D={φ(υ,υ)l u2+υ2<72｀}
とする。υ Lの正規直交標構 el、c2において、clは座標 υの方向として
考えてみよう。このとき、ρは∂D上の各点でχ′とelのなす角を表 して
いる (図4.10を参照されたい)。 動点r∈∂Dが∂D上を図4.10で反時計
まわりに1周するとき、χ′方向を表す角ρも変化 していくが、αρはその
変化の微分を表している。ゆえに、あD αρはその変位の総量となるが、動
点Tが∂Dを一周するとき、始点と終点で χ′の向きは同じであるから、
変位の総量であるぁっごρは 2πの整数倍となる。つまり、券 .IЬD dρは隊|
4.10で動点Tが∂Dを反時計回りに一周するとき、その間にX′が反時計
回りに何回転するかを表している。
図4,11は、それぞれ零点における指数が 1,-112となるベク トル場X
の具体例を示 している。
本論文のまとめとして、ベク トル場の指数とガウス曲率の積分値に関
する定理を述べる。その準備として、次の補題を示 しておく。
補題 4。4.3Sを向きづけられた曲面とし、yをSの領域とする。cl,c2と
Cl、e2をこの順でSの向きと適合するソ上の正規直交標構 とする。cll e2
の双対な正規直交標構をθl、θ2とし、cl,c2の双対な正規直交標構をθl、θ2
とする。P∈ソの十分小さい近傍をア とし、ソ
′上の関数 ρを用いて、
Cl=COS ρel+Sin ρc2
とおく。このとき、
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図 4.10:
す ＼   ―
/1＼
indP(χ)=l     indP(χ)=-l     indP(χ)=2
図 4.11:
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となる。
証明 Sの座標近傍系 Ψ={(硫;″α,να)}α∈スによってSの向きが定めら
れているとする。9を′ 上の各点とする。9を含む硫 ∈Ψに対 して、硫
上の関数、P,9.7・,S,P,9,7・,Sを用いて、
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とおくと、cl.c2とCl,C2はこの順でSの向きと適合するので、
ほ G319>0 州 3贅鋤
>0 側
となる。ここで、α,bをア 上の関数とし、e2=a el+be2とおくとヽ
(::)= (Cliρ
 Silρ
) (::)
となるので、ここに(4.19)(4.20)を代入することで、次の式を得る。
G333)=(CT庁
)d:庁))03贅
3)
この両辺の行列式を比べると、(4.21)より、
ぐ 覇ごP考 ごの
>0  側
となる。gをS上で定義されるR3からの誘導計量とすると、cl,c2およ
びel,C2の正規直交性より、
0=ク(el,C2)=9(COS ρel+Sin ρc2,θel+be2)
=g(COS ρCl、αel)+g(COS ρCl,be2)十g(sin ρe2,αCl)+g(Sin ρC2,be2)
=α COS ρ tt bSin ρ
l=g(e2,C2)=θ(αCl+be2,αel十♭e2)
=。2+ゎ2
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となるので、(4.22)より、
e2=~Sin ρel+cos ρe2
となる。したがつて、た,ιをア 上の関数として、θl=たθl+′θ2とぉくと、
1=戸∈耳)=(たθl十ιθ2)(cos ρel+dn ρe2)
=たcos ρ‐十′Sin ρ
O=π取葛 )=(たθ
l+′θ2)(_dn ρCl十COS ρC2)
=―たsin ρ+icos ρ
とな り、
θl=cos ρθl+sin ρθ2
が得 られる。また、′′.′ιをア 上の関数 としてθ2=′ιθl十′Iθ2とぉき、θl
を求める方法 と同様に計算すれば
θ2=_sin ρθl+cos ρθ2
が得 られる。 よって、主張は示された。              □
証明 各,に対して、P,を含む座標近傍を(銑lφ,)とし、φ,(0,0)=P,と
する。(び,.φ,)の局所座標を (υ,、疇)とおき、PJを含む閉領域D,を
DJ={(%,υJ)イ+2イ<7・2}
とおく。ただし、 7｀ は十分小さな正の実数であり、2はP,以外の零点を
もたないとする。領域S一Ψ{PJ}におけるXの正規化されたベクトル場
をχ′とし、cl=χ′とおく。クをS上で定義されたR3からの誘導計量と
し、次の (1)(ii)(111)をみたすベク トル場 e2をとる 4。
4e2はClを90°lnJ転させたベク トル場であり、Sが向きづけられた曲曲iであること
により存在が保証される。
?
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(i)
(11)
θ(el,C2)=0
θ(e2,C2)=1
(lil)el,c2はこの順でSの向きと適合する。
すると、cl,c2はS~Ψ{pt}上の正規直交標構となる。el,e2に関する
S―Ψ{P,}11の双対な正規直交標構を戸,アとおき、戸,戸に関する第1構
造式をみたすS―Ψ{P,}[1の1次微分形式をωちとする。このとき、ガウ
ス曲率の定義より特にS―ΨD,上で、
αωら=κVOl
となる。
一方、各[ら上で正規直交標構el、cちをとる。ただし、el,cちはこの順で
Sの向きと適合するとする5。 ci:eちに関する眈上の双対な正規直交標構
をθl,θ′とおきヽ θl,θ′に関する第1構造式をみたすυ:Lの1次微分形式
を(ω3)Jとする。このとき、ガウス曲率の定義より仏 Lで、
″(ω3)J=κVOl
164
る。
5眺は座標近傍であるから、例 3.3.3でみたようにそのような正規直交標構が存在す
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となる。
S―∪D。ではθl,θ2によって定まるωらを用いてガウス曲率を求め、硫
ではθ:,θ子によって定まる(ω:)をを用いてガウス曲率を求めているが、ガ
ウス曲率は双対な正規直交標構のとり方に依存しないことに注意する。
ここで、θl,θ2と各θl,θ子の定義域の共通部分じ-2でのω3と(ω3),
の差異を調べておこう。9∈仇―{PJ}の十分小さな近傍を明とし、び;
上の関数 μを用いて、
,(′==cos ρtel■Sin ρte2
とおく。ただし、ρJは2πの整数倍の差の分だけ値のとり方にあいまいさ
がある。ベク トル場の零点に関する指数の定義でみたように、このよう
な局所的関数 βの全微分は税 ―{P,}上の1次微分形式を定め、
ごρ・=indP,(χ)
となる。一方、補題 4.4.3より、
となり、命題4.3.9から可 上で
ωら=(ωウ),一αρづ (4.23)
となるが、だρ,は机―{p二}上の1次微分形式であるので (4.23)は磁―{p.}
11で成 り立ち、特に∂D,Lで成 り立つ。また、∂(S一Di)の向きと∂DJの
向きは反対であるので、ス トー クスの定理を用いると、
165
?
?
?
??
‐
?
?
―
―
?
?
?
?
?
‐
?
?
?
、
‐
?
?
?
?
??
?
??
?
?
?
?
? ?
?
?
?
?
?
?
?
?
‐
?
?
〓
?
―
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
?
??
?
?
〓
???
?
?
(ωl),
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となる。
系 4。4,5ポアンカレ・
ベクトル場をχ とし、
□
ホップの指数定理 (球面の場合)単位球面S2上の
Xの有限個の零点を{Pl}催1とおく。このとき、
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Σhd2(X)=2
1=1
は,24)
となる。
証明 例 4.3.11より、S2のガウス曲率 κ はκ ≡1となる。また、S2の
湖um bmを湖 とする剛 &}掲よ咲 兎2湖=猜
とな生 したがつ
て、定理 4.4.4より、
となり、主張は示された。                    □
系4.4.5より、単位球面上のθ∞級のベクトル場は必ず零点をもつこと
が示される。図4.12の単位球面上のベクトル場では2点η,sが零点となっ
ている。一方、 トー ラスに関するJL κvolを計算すると0となり、実際、
図4.12が示すように、 トー ラス上には零点をもたないベクトル場が存在
する。
(4.24)の右辺の2はどのような意味をもつ値であろうか。一般の向きづ
けられた曲面 Sについて調べてみよう。SはS内の三角形領域で分割さ
れているとする。(ここでは三角形領域についての説明を省略する。)こ
のとき、S上のθ∞級のベクトル場χ を図4.13のようにとれば、各三角
形の頂点、各三角形の辺の中点、各三角形の重心は零点となり、回転数は
それぞれ 1、 -1、1となる。したがつて、S上の三角形の重心の個数とS上
の三角形の個数は等しいので、S上の三角形の頂点の個数、S上の三角形
??〓??
?
?〓???
?
?〓????
?
?
?
??
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トー ラス
図 4.12:
図14.13:
ヽ __/
ヽ 、 __″ /
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の辺の本数、S上の三角形の個数をそれぞれυ,c,∫とすると、定理4.44
より、
168
".25)
が得られる。o2つの左辺 券 ん κvdは三角形領域による分割 とは無関
係であるので、υ一c+」・はS内の三角形による分割の仕方に依存 しない
値となる。よって、υ―c+ノをSのオイラー標数とよび記号ではχ(S)と
表す。この定義を用いれば、次の定理が得 られる。
定理 4。4.6ポアンカレ・ホップの指数定理Sを曲面とする。XをS上の
θ°級のベクトル場とし、P,(1≦j≦m)をXの零点とする。このとき、
次が成り立つ。
Σhda(χ)=χ(0
,=1
ただし、χ(S)はSのオイラー標数である。
定理 4.4.4と定理 4.4.6より、次の定理が得 られる。
定理 4。4.7ガウス・ボンネの定理Sを向きづけられた曲面とする。κ を
Sのガウス曲率とし、volをSのvolume forlnとする。このとき、次が成
り立つ。
κvol=2πχ(S)
標数である。
積分値と曲面の形状の性質 (特に位相的な
り、その意味において重要な定理であると
券兎″Vd=≧phdalX)=υ一C+∫
?
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本研究を進めるにあたり、大学院入学当初からの2年間にわたる手厚
い御指導をして頂いた、指導教員の濱中裕明教授に心より御礼申し上げ
ます。毎週行われたゼ ミや修士論文執筆過程において、なかなか理解の
進まない私に的確な助言を与えて下さつたことに深 く感謝致 します。ま
た、数学や数学教育だけでなく、様々な分野に関して教養に富むお話を
聞かせていただき、知的に充実 した日々を過ごすことができました。感
謝の念にたえません。
そして、日頃から研究の進み具合に気をかけていただき、優 しい言葉
で私を励まして下さつた小池敏司教授をはじめとして、大学院の講義等
様々な面で御陛話になった数学教室の先生方に、深 く感謝致します。
数学教室で出会った現職教員・ス トレー ト生の皆さんとは、数学や数
学教育、または学校現場について率直に話 しあうことができました。時
に真面目に、そして時に笑いながら学校について話 し合える機会に恵ま
れたことはとても有 り難かつたです。
日本文化 。国際理解教育プログラムの皆さんとは、ベ トナム研修をは
じめとする様々な体験学習に和気調々と協力し合いながら取 り組むこと
ができました。何事に対 しても意欲的な皆様から多 くの刺激を与えても
らったことに、深 く感謝致 します。
最後に、いつも温かく見守ってくれた家族に心より御礼申し上げます。
平成28年12月20日
朝長耕平
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